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13 13

1193.4a) x<—-1; b) x>3,75; ¢) xS—ﬁ; d)XST'
5
1194.4a) a >—1; b) Minden val6s szamra igaz. ¢) m>4; d) n= e

3
1195.a) a>2; b) b <4, c)c<—3; d) d<2.

1196. Nullara rendezés utan vizsgaljuk a tort szamlaldjanak és nevezgjének
elGjelét. \Y4
a) 0<x<1; b) x<0Vvx=2; ¢) x<=2Vvx>0; d) 0<x=<3.
4

4 7
1197. a)—2<m<§; b)—§<n<5; c)—2,5 <f<4,;

7 7
d)—2<e§§; e)rS—EVr>4; flt<=3vit>5.
1198.4a) -5<x<2; b) x<—-6Vx>3; c¢)—-2<x<l1l;

4 1V 1 - SV 3 1 -
<——Vx>—; S——Vx>—; f) 7<x=<—;
) X<=S Vx> e xS = Vx> f) 2 <xs o

1 69
———<x<——.
9) —3<¥<73
5 8 5
1199.4) —5<xS—7; b)l<x§5; c) —5=<x<4.

Masodfoku egyenletek, egyenletrendszerek,
egyenlotienségek

Masodfoku egyenletek

1200. a) Raciondlis egész kifejezés (polinom): 1), 2), 7); tortkifejezés: 3); ab-
szolutértékes kifejezés: 6); négyzetgyokos kifejezés: 4); kobgyokos
kifejezés: 5).
b) 1): Masodfok, 2): harmadfokd, 7) negyedfokd polinom. 6): Masod-
foku polinom abszolutértékes kifejezése.
¢) 7): Egytagu; 1): haromtagu; 2): négytagu kifejezés.
d) Egyvéltozos kifejezés: 3); kétvaltozos: 2), 4), 5), 6), 7); haromval-
tozos: 1).
1201. Masodfokuak: a), b), e), ), g), h), i), k), 1).
1202. g) 5¢* — 2x — 3 (egyvaltozds, masodfok kifejezés);
b) 5x* —2x =3 =0;
c) frx— 5¢—2x—3;
d) azffiiggvény x = a helyen felvett helyettesitési értéke f (a) = 5a* — 2a —
— 3; azx helyen felvett helyettesitési érték f(x) = 5x° — 2x — 3;
e) a kifejezés x = a helyen felvett helyettesitési értéke 5a* — 2a — 3;
Afix—5*—2x—3, x€R;
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g) a derékszogli koordinata-rendszerben ab-
razolt fiiggvény: 1202. abra.
h) a fiiggvény képe parabola;
i)y=>5¢—2-3.
1203. Ekvivalens kifejezések: a), d), f), h), i), k), 1),
m). (Ez utébbi esetben csak y = z = 0 lehetséges, ekkor

[—y*—z* =5y —62=0.)

X 1204. a) Els6é megoldds: Szorzatté alakitunk: x* — 4 =

= (x +2)(x — 2). Egy szorzat értéke akkor

és csak akkor lehet 0, ha valamelyik té-

nyezGje 0, ezértx = —2 vagy x = 2. Mindkét

gyok racionalis (&s igy valos is).

Mdsodik megoldds: x* = 4, gydkvonas utin

|x| =2 vagy x =+2.

b) x = +,/5; a két gyok irracionalis.

¢) Nincs megoldas.

d) A paraméteres egyenleteket a paraméter(ek) minden lehetséges
értékére meg kell oldani.

[2
Ha a < 0, nincs megoldés; haa > 0, x =+ |— . Ez a gyok akkor
a

2
racionalis, ha a = - alaka, ahol r # 0 racionalis szam.
r

e) a(x* +2) = 0. Ha a = 0, minden racionalis (illetve val6s) x megoldas;
ha a # 0, akkor nincs megoldas.

f) a(x* —2) = 0. Ha a = 0, minden racionalis (illetve val6s) x megoldas;
haa # 0, akkor x = iﬁ , s ez a két gyok irracionalis.

g) Haa = b = 0, minden racionalis (illetve val6s) x megoldas. Haa # 0,
b =0, akkor x = 0.
Aza #0,b # 0 esetet két részre bonthatjuk: ha a és b azonos elgjelli,

-b

akkor nincs megoldas; ha kiilonbozd elGjeltiek, akkor x = + [ — .
a

A két gyok racionalitdsa fiigg a-t6l és b-tol.

1205. a) Szorzatté alakithatunk: x* — 4x = x(x — 4). Egy szorzat értéke akkor
és csak akkor 0, ha valamelyik tényezGje 0, ezért x =0 vagy x = 4.
Mindkét gyok racionalis (€s igy valds is).

b) x = 0 vagy x = —2,5; mindkét gyok racionalis.
¢)x(ax —a—1)=0,x,=0. Ha a =0, akkor nincs tobb megoldas; ha
a+1
a # 0, akkor x, = —— , s ez raciondlis szdm.
a
d)xa(x +2)=0. Ha a =0, akkor minden racionalis (illetve valds) x
megoldas. Ha a = 0, akkor x; = 0, x, = —2 racionalisak.
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e)x;=0,ax+b=0. Haa=0,b # 0, akkor nincs tobb megoldas; ha

a =0, b =0, akkor minden racionalis (valés) x megoldas; ha a # 0,
akkor x, = —— racionalis.
a

1206. a) x,,=+0,4.
b)x, =0, x,=1.
c)x, =0, x,=0,25.
1207. a) x,, =+5.
b) Nincs megoldas.

1208. a)x = 1.
5o
S

b)x+3=i7,x=—3i

c)(x—2)"=0,x=2.

d) (x+1)7°=4, x+1=42; x=1,x=-3.
1209. a) *+2x+1=4; x,=1, x,= -3.

b) (x +3)*=16; x,=1, x,= —7.

37 25
c) x-= =T;x1=—1,x2=4.
2
5 169
d)2- x+z “ 15 =0;x,=2, x,=—45.
5 2
1210.4q) 2- x+z +E = 0, nincs megoldas.
2
1 2 256 14
b)—E x—g —T 0;)(?1 , Xy —?.
2
) J2 1ﬁ_0'_2+43+1
| N Ik g8
J2 (4341
2Ty 8
2
_ 9) 25
d) 2x*—9x+7=0, innen 2 v =0;x, =1, x,=—
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2 -1+ /9-2 J2—1-/9-2
1211. a) x, = [ /7 , Xy = /7
f(1+f> ﬁ(1+ﬁ)
12
2_3.
1212 ¢)x =12, = .
b)x =2+ /3, 5,=/2-/3.
31

1213. a) x, =1, x, =—

b)x, =6, x,=

e
b) (x—ﬁ)z—(x+ 1,5)" =0, innen (2¢+ 1,5 —ﬁ)(—ﬁ— 1,5)=0,
o J2-1,5

2
Vagy: ‘x—ﬁ‘=|x+1,5|, innenx—fz—x—l,S,

J2-1,5

2
c)x,=—4, x,=-8.

d)yx,==3+/2,x,=-3-/2.

X =

1214 _ 3+,/27 3 27
. a)x, = 2 1 0T 1
b o 15TA8S 15— /85
)% 4 " 14
1215. Azax” +bx + ¢ =0 (a # 0) egyenlet 4talakitas utan
, b ¢ bY B e bY b dac
a |x'+—x+—|=a||x+ | ———F+—|=a||xt—| ————|=
a a 2a 4q°> a a 4q°

alakra hozhato Ha b* — 4ac = 0, akkor innen folytathatjuk az

‘/7c

4a
— 4ac

b*— dac ) »
+ —+ + — - e =0 szorzattd alakitassal vagy
a
—b+ /b*— dac
X + — =% moddon. Mindkét esetben x; ,= ——————.

2a

1216 a))c1 1 X, =
b) nincs megoldas
c)x, =1, x,=-35;
d)x, =1, x,=3.
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1217.

1218.

1219.

1220.

1221.

a) Nincs megoldas.
22
b) x, = —6, =
a)x1=/5, x2=1—/5.
b)x1=ﬁ+‘/2§, x2=f—/2§.

a)x1=—2,x2=%. Iv
b)x,=1, x,=m.
c)x—5= ‘/ﬁ négyzetre emelése utdn x* — 11x + 28 = 0; innen

x, =7, x, =4, de ez hamis gyok.

Vagy: y = ,/x— 3 helyettesitéssel y*—y=2,inneny, =2, y,=—1
(ez hamis).

a) x, > %= 3%

b)x=0.

1o =224 20— s =2l 2am ] o[ 2 - 225
a)l.a(x) = - 5=2\x"+ Sx—-— | =2||x+ T

2

Y OO 2 B2 Y T D) e
= X 4 16 = X 4 g’ €z a (ranszrormacios

2

alak.
2

N 3

Ty

3.1221/a. abra
4. Az f (x) =x* alapfiiggvény ab-

razolasa utan sorrendben: el- 1221/a.

3
tolas a [_Z; OJ vektorral,

49 49 49
5 =— 3% értékkészlet: R, =|——; oof.

2.2

A =2 aranyd, az x tengelyre
merdleges affinitas; eltolas a

49
[0; — 8J vektorral.

5.Ha az y=f(x) =0 egyenlet-
nek egy gyoke x, akkor ebben
az x pontban a fiiggvény gor-
béjének kozos pontja van az
x tengellyel.




IV

218 Masodfoku egyenletek, egyenletrendszerek...

=y

c(x)=x"—4x+5

=y

b(x) =-x +2x—1

6. A leolvasott gyokok x, = —2,5 és x, = 1; helyességiikrdl vissza-
helyettesitéssel gy6z6dhetiink meg.
7. A grafikus megoldas altaldban csak kozelité pontossagu.

3+ [37—4.2-(=5)
2-2 ’

8. A megoldoképlet alkalmazésaval x, ,=

innenx, =1¢és x,=—25.

b)) =+ —1=—(@x—1)>~

—(x—=1)"<0,igy R, = ]-o0; 0].

. 1221/b. abra.

. Sorrendben: eltolas az (1; 0) vektorral; tengelyes tiikrozés az x
tengelyre.

6. A leolvasott kétszeres gyok x = 1; helyességérdl visszahelyettesi-

P

téssel gy6z6dhetiink meg.
8. (x—1)*=0, innen x = 1.
) lex)=x"—dx+5=(x—-2)"+1.
2.(x—=2+1=1,igy R, =[1; oo|.
1221/d. 3.1221/c. 4bra.

4. Sorrendben: eltolas a (2; 0) vektorral;

b)

A W=

() = =2 1 3x ] 2y elFolés a “(0; 1) vektorral.
6. Nincs gyok.
} . 8. Nincs gyok, (x —2)*+ 1 =0 nem telje-
ol 17 T T 1% siilhet. (Az egyenlet bal oldala legalabb

1; vagy a megoldoképlet diszkriminan-
sa negativ.)
d)l.dx)=-2*+3x—-2=

2
3 7

=—-2|x—— .
4 8
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3y 771 7
2.-2 S S—g, igy R,= Eachairy

3.1221/d. abra

3
4. Sorrendben: eltolas a [4; 0] vektorral; A= —2 ardnyq, az x
tengelyre merGleges affinitas (vagy A =2 ardnyu affinitas és ten-
7
gelyes tiikkrozés); eltolas a [0; - 8] vektorral.

6. Nincs gyok.

8. Nincs gyok. (Az értékkészletbdl is megdllapithatjuk, vagy a meg-
oldoképletet alkalmazva a diszkrimindns negativ.)

1222. q) Igaz.

b) Parhuzamos az y tengellyel.

¢) Ha az a f6egyiitthat6 pozitiv, az y tengely pozitiv irdnyaban nyitott;
ha negativ, akkor forditva.

d) Ha az a f6egyiitthaté abszolatértéke nagy, akkor a parabola ,,mere-
dekebb” (,,keskenyebb”, ,sovanyabb”); egyébként ,laposabb”
(,,sz€lesebb”, , kdvérebb”).

e) Ha ¢ =0, akkor a parabola atmegy az origén; ha b =0, akkor a
tengelye egybeesik az y tengellyel.

1223. Négyféle lehet.

1. Elkertilik egymast, nincs k6z0s pontjuk.

2. Az egyenes érinti a parabolt.

3. Az egyenes egyetlen pontban metszi a parabolat. (Ez csak akkor lehetséges,
ha az egyenes parhuzamos a parabola tengelyével.)

4. Az egyenes két pontban metszi a parabolat.

Tobb kozos pontjuk nem lehet. Az egyenes egyenlete elsGfokd, a parabola

egyenlete masodfokud; a metszéspontok meghatdrozisdra felallitott egyenlet-

rendszernek legfeljebb két gyoke lehet.

1224. Példaul ha az egyik kifejezés f (x) =x* + 2x + 3, a masik pedig:

a) 2x* + 2x — 5 (vagy éltalaban ax* + bx + ¢, ahol a, b, cER, a # — 1);

b) —x* + 5x + 1 (4ltaldban — x* + bx + ¢);

c) —x* — 2 + 1 (4ltalaban — x* — 2x + ).

1225. Diszkrimindns a discrimino (latin) ,,szétvalaszt” igébdl a.m. ,,szétva-
laszt6”, atvitt értelemben ,,meghatirozé, donts tényezs”. Az a*+bx+c=0
(a # 0) mésodfoku egyenletnek akkor van valés gyoke, ha diszkriminansa, a
b* — 4ac kifejezés nemnegativ; vagyis a diszkriminans ,hatdrozza meg” vagy
»donti el” a gyokok 1étezését és szamat.

1226. Azax’ + bx + ¢ = 0 (a # 0) masodfoki egyenlet diszkriminénsatol fiigg
a gyokok szdma. (Ha a diszkrimindns zérus, akkor egyetlen kétszeres gyok van;
ugy is fogalmazhatunk, hogy a két gyok egyenld.) A masodfoku kifejezés képe
parabola. A gyokok grafikus jelentésiik szerint a parabola és az x tengely érin-
tési vagy metszéspontjait jelentik, igy a diszkrimindns el§jelébdl kovetkeztethe-
tiink a parabola koordinata-rendszerbeli helyzetére is.

IV
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=y

=)
——
=y

1227.a)D=6"—4-(— 1)-(— 8) =4 > 0, két gyok van. (Vagy 4talakitasok
utan (x —3)*=1.)
Grafikus segitséggel is megallapithatjuk a gyokok szamat.
A bal oldalon 1v§ f (x) = —x* + 6x fiiggvény képe lefelé nyitott pa-
rabola x, = 0 és x, = 6 tengelymetszetekkel s az x = 3 helyen felvett
y =9 maximummal; mig a jobb oldali g(x) = 8 fiiggvény képe az x
tengellyel parhuzamos egyenes, s ez két pontban metszi a parabolét
(1227/1. 4bra).
Ha az eredeti egyenletet atalakitjuk, —x* + 6x — 8 = 0. Innen a bal
oldali h(x) = —x* + 6x — 8 fiiggvény transzformécids alakja h(x) =
= —(x—3)*+ 1, s ez a fiiggvénygdrbe két pontban metszi az x tengelyt
(1227/11. ébra).

b)D = =31 < 0, nincs gyok.
Grafikusan: Abréazoljuk az f (x) = 2x* — 3x és g(x) = —5 fiiggvénye-
2
3 31

ket (1227/111. 4bra), vagy a h(x) =2x*—3x+5=2 [x— Ry

fiiggvényt (1227/1V. abra)!

=y

=y
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c)D=0, egy (kétszeres) gyok van | 1227/V.

(1227/V. abra). d) Nincs gyok. e) Két 7 57
gyok van. | \ llll | N
1228. D=9 —4c. AL T [ [[of1]][x
9
a) D > 0, vagyis ¢ < T
9
b)c= 7 (ekkor kétszeres gyok van);
9 1
c)c>—. 1
4 g
1229. A feladat kit{iz6je valészintileg a négyze-

tek oldalainak hosszara volt kivancsi.

3
Jeloljiik az egyik négyzet oldalat a-val, akkor a masik oldala ke Az egyenlet:
2

a’+

3
Za] =100, a megoldas: a = 8; tehat a négyzetek oldala 8§, illetve 6 egy-

ség. 3x- dx ,
1230. Legyen az a befogd hossza 3x, ekkor b = 4x, a teriilet = 6x".
Innenx =2, a=6, b =8 egység. 2

2

1231. Jeloljiik a majmok 1étszdmat n-nel, ekkor az { ] =n— 1 egyenlet

adja a megoldast: n = 17.

: n(n+1) .
1232. Jeloljik a tagok szamat n-nel! Ekkor — = 66, innen n = 11.

(Az n = —12 gyok hamis.)
1233. Jeloljik (a,)-nel a sorozatot (n € N¥)!
a)a,=—-4+3-(n—1)=3n-"17.
(a;+a,)n _(=4+3n-Tn
2 2

LAz S, = 10° egyenletbdl 3n*—11n — 2-10° =0, innen

b) Az els6 n elem Osszege S, =

3n*— 11n
2

n =277 (a negativ gyok hamis). Vagyis a sorozatbdl legalabb 28

tagot kell 6sszeadnunk.
1234. Jeloljik (a,)-nel a sorozatot (n € N™)!

+(3+n+1)(n—1):

a)a,=-10+3+4+...+(n+1)=-10 5

B n*+ 3n—24
- 2
b) Az a,=10 egyenletbsl n*+3n—2024=0, innen n=43,5 (a
negativ gyok hamis). Vagyis a sorozat 44. tagja lesz el6szor 1000-nél
nagyobb.

IV
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x 8
1235. Jeloljik x-szel a rajban 1év6 méhek szamat! Ekkor /; + 9% +2=x

[ x
a megoldando egyenlet, ami azy = 5 helyettesitéssel masodfokira visszave-

zethets. Eredmény: x = 72. (x = 4,5 hamis gyok.)
1236. a)x # —5, —2. Ekvivalens 4talakitdsok utan 2x>—3x + 1 =0, innen

x,=1,x,=0,5.
b)x,,=2.
c)x, =17, x,= 9

1237. a) x, = —2. (x, = —1 hamis gyok.)
b)x,=-0,75, x,=1.
c)x; =6, x,=-22.
-5+/3
——; x, = —1,63, x, = =3,37.
e) x;, = 3. (x, = 2 hamis gyok.)
1238. a) Az x # —1 kikotés utan alkalmazzuk az x* + 1= (x + 1)(x* —x + 1)
azonossagot! Eredmény: x, = 2. (x, = —1 hamis gyok.)
b)x # 2; 3; 4. Ekvivalens atalakitasok utan 7x* — 51x + 80 = 0, innen

16
x =5, x= -

c)x, =0, x2=—71/§.
d)x, =0, x,= /2,5, x;=—/2,5.
19
1239. a) x, BEER (x, =0 és x; =1 hamis gyokok.)
b)x, =1, x,=-3.

/ 1 1 1
1240. E hetjitk, hogy ———+=—— > valamint ———°=
szrevehetjiik, hogy x@+1)  x x+1,vaamln x(x+2)
1(1 1
2 x x+2)
1 . 1 1 1 . 1 1
a) x@c+1)  @+1)E+2) x x+1 x+1 x+2
11 2 A2 2 letb6l x,=7
. x+2_x(x+2). x(x+2)_63 egyenietoo xl_ 5
X, = 9.
2 1

b) m = a, innen X, = 6, Xy = -8.
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1 1 N 1 1 N 1 1 __1 1 3
c)x )§+1 )H—l3 x+23 x+2 x+3 x x+3
= A nletbdl 8, x,=—11.
x(x+3) x(x+3) 88 CEYEEOt =0 &
4 1
d) ng, mnen xl =4, x2= —8.
1(1 1 N 1 1 B 2 2 B 2
2lx  x+2 x+2 x+4| x@x+4)’ x(c+4)  45°

innenx, =5, x, = —9.
1241. Az egyenleteket — alkalmas helyettesitéssel — masodfokira redukal-

hatjuk.
25 5

a) Az a = x* helyettesitéssel a* = o innen a = + 5 Csak a pozitiv
gyok lehetséges, igy x> =2,5; x =+ /E )
b) a =x* helyettesitéssel a, = 1, a, =0,5. Innen
E{—l; 1;—/@ /0,75}
1242. g) a =x* helyettesitéssel a, = 1, a, = —2,5, ez utébbi nem lehetséges.
x=1 x,=-1
b) a = (x — 1)* helyettesitéssel a* + 3a — 10 = 0. Innen a, =2, a, = =5

(ez utobbl hamis); x;, =1+ f
1243. a) a =x° helyettesitéssel a, =8, a,=—3; innen x =2.

7
b)x,=-1,x,=3 3

1244. a) a =x* + x helyettesités utdn a, = 5, a, = —2; innen x,=

-1-/21
> .
b) a =x* + 2x helyettesités utdn a, =3, a,= —4; innen x, = 1, x, = —3.
1245. a) a =x* — 4x helyettesités utén a,=—-1+ /3, a,=1— /3. Innen

=2+ /3+/3,65=2-[3+/3, =2+ /3-/3,
=2-/3-/3.
b)Ha a =x*—2x— 3, akkor a-(a +4)=45. Innen a,=5, a,=-9;
x, =4, x,=-2
c¢)Ha a=x*+x+1, akkor (a + 2)a =15. Innen a, =3, a,=-5;
x =1, x,=-2

—1+,/21

2

X, =

IV
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1
1246. a) Haa=x*—3x + 1, akkor ——a + 1,5 =0. Innena, =2,a,=-0,5;

a
3+,/13 3-/13 3+,/3 3-/3
= X, = X, = X, = .
2 ’ 2 ’ 2 7 2

2 4
3
b)Ha a =x"+3x—3, akkor — —2a —1=0. Innen a, =1, a,=-15;

a
-3+ /15 -3-/15
= =,
2 ’ 2

1 3

x =1, x,= -4, x; 4

A kovetkezd feladatokndl specidlis megolddsi modszereket alkalmazunk (értelme-
zési tartomdny, értékkészlet, fiigguény monotonitisinak vizsgdlata). (1247-1254.
feladat)

1247. a) Nincs megoldas. Hax > 1, akkor a bal oldal értéke legaldbb 8, mig a
jobb oldal értéke legfeljebb 7. (A tovabbiakban az egyenletek bal
oldalan 1évé értéket B-vel, a jobb oldal értékét J-vel jeldljik.)

b) B =10, J <10, igy (x;y) = (2; 0).
¢) Atalakitas utan (x + 1)* + (y — 2)> = 0, innen (x; y) = (—1; 2).

1248. a)x* + 3x + Jx—3 =18.Mivel x> 3,igy B> 18; /=18, innenx = 3.

b)x=1,igy B=5.Mivel J <5, (x;y) =(1;0).

1249, a) 3* + 2 +2/x—2 —4=—-2(y —3)*+ 12. x> 2, igy B > 12; mivel
J<12, (x;y) = (25 3).

b) Nincs megoldas. (x +2)*+ /x*+ 6x+ 1 +y*=0. Nemnegativ ta-
gok Osszege csak akkor lehet nulla, ha minden tag nulla, de
x = —2 nem megoldas.

1250. a) — X+ 1lx—24=—(x—3)(x —8),igy3<x<8./—x’+ 11lx — 24 +x*+
+ 3x+ (y — 3)* = 18 atalakitas utdn B > 18, ezért (x; y) = (3; 3).

b)x="7,sekkorB=2. x=17.
1251. a) Nincs megoldas. x = 5 és x < 4,5 kikotések ellentmondok.

b) Nincs megoldds. B> /2 .
1252.4) B> 0,x > -3, de ekkor J < 0. x = 3.
b)B>3.2y—y*+2=3—(y—1)%igyJ <3;innen (x;y) = (2; 1).
1253. a) x> —2x—4=(x—1)*—5>—1, hax > 3. B> 0 és monoton nd, igy
csak x = 3 lehet a megoldas.
b) Jx—1+ /x=2 +(y—2)*+x*=5. Mivelx>2, B>5, innen
®y) =(22).
1254. a) /x*+ 4 > 2, igy csak x = 0 lehetne megoldas, de ez nem gyok.

b) B =2, gy x > 3; de ekkor ,/x*+ 1> /x+ 1. Nincs megoldas.



Osszefiiggések a gyokok és egyltthatok kozott 225

Osszefliggések a gydkok és egylitthatok kdzott

1255. A gyoktényez6s alak a(x —x,)(x —x,), ahol x, és x, az ax* + bx + ¢ =0
egyenlet gyokei.
Gyoktényez6s alakok: a), ¢), g), h), i), k).
1256. a) 2(x —1)(x + 2,5);
b) (x —1)(x +2);
¢) nincs;
d) 4(x +2)(x —1).
1257. a) - 2(x — 2)(x — 3);

b) (y—3-v2)(y—3+/2);
c) (z=2)%

d) nincs.
2

1
1258. a) Z[x—] ;

6

2
b8l | es 1.
)81 X=X+ 7|

c) —(x—=1)(x=2);
d) 3(x—/3)(x— 7).
1259. A megoldoképlet segitségével

—b+ /b*— dac —b—1/b2 dac b

X, tx,= % ==
-b+ bz— 4ac 1/ b*—4ac  b*— (b*—4dac) ¢
Xy Xy = ~ =—.
4a* a

Maskeppen Kundulhatunk a gyoktenyezos alakbol is: az a(x —x;)(x —x,) =
=ax’ +bx + ¢ azonossagbol kovetkezik az allitas.
1260. Hax, ésx, a két (esetleg egyenld) gyok, akkor x; +x, = —b ésx, x,=c.
1261. Az a(x—2)(x—3)=0 gyoktényezds alakot alkalmazva az a #0
f6egyiitthatot szabadon vélaszthatjuk, tehat végtelen sok megfelel6 masodfokil
egyenlet van.
1262. Példaul:

a) (x 2)x—3)=x*—5x+6=0.

b) x +x—-20=0.

c)x*—2x=0.

d) (x —2)(x — 0,5) =x —25x+1 igy 2¢* = 5x +2 =0.

e) (x — 0,4)(x + 0,04) =x* — 0,36x — 0,016, igy 1000x* — 360x — 16 = 0.

f)( —[><x—f>—x —x<ﬁ+f> /g,nlncsmegoldés.

g) x> —4dx+2=0.
h)x*—(a+b)x +ab=0.

IV
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1 .
i) x*~|a+—|x+1=0, innen ax* — (a*+ 1)x +a = 0.
a
j) Nincs megoldas.
k) abx* — (a* + b*)x + ab = 0.
a a
[) Legyen r,= b—l ésr,= b—z két tetszGleges racionalis szdm
1 2
(a,, ay, by, b, € Z)! Ekkor x* — (r, + r,)x + r,r, = 0 4talakitasabol
bbyx* — (aby + ap)x +a,a,=0.
1263. g) x>+ 6x —7=0, hax, = 1 vagy x, = —7. Innen
¥+ea—7=@x—-1)x+7).
-6+ ,/36+36
b)x1’2=f=—3i 18, igy
x2+6x—9=(x+3—/§)(x+3+/§).
¢) 0,5(x —4)(x —2).
d) (y=3)(y+4).
1264. a) (x —a)(x + 2a).
b) A £ —4t+5=0 egyenlet diszkrimininsa negativ, igy nem lehet
szorzatta alakitani.
¢) 2(z +0,5)(z = 0,5).
d) (2x + 1)(x — ) vagy 2(x + 0,5)(x — 7).
1265. a) <x—ﬁ)<x+f—/§).
1
b) 5 (x~ 2)(x=2).
x+x—6  (@—2)(x+3) x-2
1266. a = = ,hax # —3.
x*+ 6+ 9 (c+3)* x+3
5-2-7 S5(p+1(y-14) 5p-14
p Yoy ¢+ Dl ) _50 )’hay;é_l’y#g.
y2—8 -9 v+ -9 v=9)
) 2%+ 8 — 90 20=5)(x+9) 2@x+9) hax #5 x4 7
c = = , ha x , X .
7360+ 105 3C=5)—=7) 3=7)
4 2a*—ab—3b*> (a+b)(2a—3b) a+b haa % b a# 15b
= = ,naa , a ,D0.
2a*—5ab +3b> (@ —b)(2a—3b) a-b
1267. a) x, +x, =35, x, x, = 6. Két szdm Osszege 5, szorzata 6; innen ,,kitall-

hatjuk”, hogy x, = 2,x, = 3. Azax* + bx + ¢ = 0 (a # 0) alaki masod-
foku egyenletnek legfeljebb két gyoke van; ha tehat megtalaltuk a
két gyokot, tobb megoldas nem lehetséges.
b)y,+y,=-1,y,'y,=—42, innen y, =6, y,=—7.
5
c)t, =1 ,ranézésre” gyok; t,-t,= ) miatt ¢, = BEX

d)x,+x,=a+1, x,-x,=a; innen x, =1, x,=a.
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1268. a) x, +x,=b + 2, x,-x,=2b; innen x, =2, x, =b.

3
b)x,=0;x, +x,=—— miatt x, = ——.
) x, =0;x, +x, 5 miatt X, >

13 13
c)x, =1;x,x,= ~ 5> innen x, = ——.

1269. a) x, -x, =1, a gyokok egymas reciprokai. x, +x, =

- = —0g2 = =_

d)x, +x,=—a, x,-x,=—2a% innen x, =a, x,= —2a.
3.
E,mnen X, =2,

1
x2—2.
b)x, = x2=7f.
c)x, = 1 X, =

d)x;=/2; % f

1270. a) x, x, = ) < 0, ezért az egyik gyok negativ, a masik pozitiv.

b) x, < 0,x, > 0. (A gyokok kozott nem tesziink sorrendi kiilonbséget;
az egyik gy0k negativ, a masik pozitiv.)

c)a, a,=49 >0, a gyokok azonos eldjeltick. Mivel a, + a, = 14, mind-
két gyok pozitiv.

d) b, b, <0.

1271. a) x,x, > 0.

b)x, <0, x,>0.

c)a,a, > 0.

d)x, <0, x,>0.

e)x,, x, > 0.

Megjegyzések:
Az 1270. c¢), és 1271. a) esetekben a két gyok egyenld.
Ha a feladat szOvegében nem lenne a gyokok 1étezésére vonatkozd feltétel,
akkor ezt kiilon ellendrizniink kellene. Pl azx* + 4x +5=0 egyenletben x, +x, =
-4, x,-x, =5; mindkét gyok negativ lehetne, de egyaltalan nincs valds gyoke

az egyenletnek.
1272. Az 1270. feladat megoldésai a Victe-formuldk ismeretében:

a)x, =25 x,=—1;

b)x, =-2; x,=3;

c)a =17,
d)b,=-3; by=—
Az 1271. feladat megoldasai a Viete-formulak ismeretében:
1
(l) xl,Z - g 5
T 1
b) x, SR

IV
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d)x,=—/2; x,= /2;

e)x, =2 xzzﬁ.
1273. A P(x, y) kétvaltozos polinomot szimmetrikus polinomnak nevezzik,
ha P(x, y) = P(y, x), vagyis x és y szerepcseréje esetén a polinom nem valtozik.
(Méasképpen megfogalmazva: ha barmely x = a ésy = b esetén kapott helyette-
sitési érték megegyezik az x = b és y = a helyen felvett helyettesitési értékkel.)
Ez alapjan szimmetrikus polinomok: a), b), ¢),d), e), f), g).
1274. Megjegyzés:
A szimmetrikus polinomok tétele szerint minden kétvaltozds szimmetrikus po-
linom felirhatd az elemi kétvéaltozds szimmetrikus polinomok segitségével. A
kétvaltozos elemi szimmetrikus polinomok: s =x +y és p =xy. Mivel a Viete-

c
formuldk |u+v=——, u-v=—| a gyokok elemi szimmetrikus polinomjai
a a

és a masodfoku egyenletek egyiitthatéi kozotti kapcsolatot adjak meg, ezért a
gyokok szimmetrikus kifejezései (egyértelmtien) felirhatdk az egyiitthatok se-
gitségével.
2b
a) 2u+2v:2(u+v):—7;

c
b) —3uww=-3-—;
¢ 2

2 2 2 b c b2—2ac
Ju tv=Wu+v)y -2w=|-—| -2-—= —;
a a a
20> 6c b
d) 2+ 7)) = 2(u +v) - bw(u+v)= — — |- 2| =
)2t o) =2 o) —Gwlu+) a a [ a]
_2b2+6bc.
a* ’

2
2 2
e)u' +v'= (u2+ vz) — uA* = ((u +v) — 2uv> = 2uP? = (u +v)* —

— duv(u +v)* + duP* — 2’ = (u +0)* — duo(u +v)* + 2uP* =
B b*  4c b*  2¢*  b*—dach’+ 24> c?

2 2 4 ’

at a a a a
1 u+v b| a b
f)—+—= =|—-—| —=——,hac #0;
u v uv ajl c c
) u N v W+ b*+3bc a*  b*+ 3bc hac £ 0
- - = = -727, ac .
g v’ u*v? a* c? c? 3 s
1275. Afeltétel szerint a gyokok léteznek; x, +x, = BRI e

2 29
a) xi+x;3=(x;+x,) — 26,1, =4
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3 117
b) x}+x3=(x;+x,) — 3 x,(x,+ x,) = i
1 1 x+x, 3
c)—+—=—-—""=—;
X X X1 X, 5
2 2 .
1 1 — XX _ (x1+x2) lexz _ 29
d)?-i-?— 22 a2 =25
1 2 172 1%2
3 3 3
) 1 s 1 x+x  (q+x) —3x(x+x,) 117
e) —+—= — _ .
xooxn o5y X% 125
Megjeqgyzés:

Ha a feladat szovegében nem szerepelt volna a gyokok 1étezésére vonatkozo ki-
tétel, akkor ezt ellendrizniink kellett volna, pl. a diszkrimindns eléjelének meg-

vizsgalasaval.
1276. a) x, +x,=15, x, x,=25.

2
xpxy = (x+x,) = 20 x, = -2,75;

X+ x5 = (x+ x2)3— 3k, x,(x, + x,) = —7,875;
1 I x+x,

—+—=—==0,6;
X X X1 X, ,
1 1 x2+x?2 (x,+x,) — 2 x

N TX (nqTX Y2 o
2 2 2.2 2.2 -
X X3 X1 X3 X1 X3

b)x, +x,=15, x;-x,=1.
xp+x=(x+x )2—2xx =0,25;
1t =(x+x, 1%, = 0,255

xp+x5=(x+ x2)3— 3x, x,(x, + x,) = — 1,125;

1 1 X, +x
+ =¥=1,5;

X X X1 X,

2
11 x{+x;  (x+x) —2x,

X X x2x2 x2x2 B 0’25
1 2 172 142

1 1
Az a) esetben lehetetlen eredményt kaptunk: x?+ x5

1 X
Az ellentmondasnak az az oka, hogy a Viete-formuldkat csak akkor alkalmaz-
hatjuk, ha vannak valds gyokok. A 2x* —3x + 5 =0 egyenlet diszkrimin4nsa
D =9 —40 < 0, vagyis az egyenletnek egyaltalan nincsenek valos gyokei.
Ugyanez a helyzet 2x> — 3x + 2 = 0 egyenlettel is: D =9 — 16 < 0. Itt azonban
még utdlag sem lehet észrevenni az ellentmondast. Ezért:
A gyokok szimmetrikus kifejezéseinek felirdsa el6tt meg kell gy6z&dniink arrol,
hogy a gyokok ténylegesen 1éteznek (a diszkrimindns nemnegativ).

5 €8 — + — is negativ.

IV
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Megjegyzés:
A Viete-formuldk a komplex szamok kérében is teljesiilnek: ha az ax* + bx + ¢ =0

b c
(a # 0) egyenletnek két komplex gyoke van, ezek osszege —— €s szorzatuk —.
a a

) 5 b* 4c  b*—dac
1277.a) u—v)y ' =W +v)y " —dw=——-—=——7—;

a’ a a’
B b*— dac
b) Hau =v, akkoru —v = /(u +v)"— 4uv =0 ;hau <v, akkor
a
_4ac—b2
u—v—T.
)4~ = (u + ) —). Halu| = o], akkor w2 — o= 2P
= . = ) - a3 s
e, 4abc — b®
egyébként u” —v° = —————.
a
2
d) u3—v3=(u—v)(u2+ uv+vz)=(u—v)<(u+v) —uv)=
b>—4ac | b? o .
=———|— ——|, hau = v; egyébként ennek ellentettje.
a* a* a
1 1 v-u b*—4dac a dac—b* o
e) ———= =— = , hav = u; egyébként
u v uv a c ac

ennek ellentettje.
1278. Ha a két gyok u ésv, akkor u +v = —1,5, uv = —2,5.
a) (w—v)* = (u +v)* — duv = 12,25.
b)u—v==+35.
c)u*—v*=(u+v)(u—v)=+5.25.

d)u’—v=(u- v)(u2+ uv + vz) =(u— U)((u + v)z— uv) = +£16,625.

1 1 v—u
e) ———= =+14.
u v uv

1279. Ha a két gyok u ésv, akkor u +v = 1,5, uv =2,5.
a) (u—v)* = (u +v)*—4uw = —7,75.

Ellentmondast kaptunk: nem lehet negativ egy valds szdm négyzete. Az ellent-
mondas oka, hogy az egyenletnek nincs valés gyoke.
1280. Feltehetjiikk, hogy az ax*+bx+c=0 egyenletnek vannak gyokei,
vagyis D =b* — dac = 0. b c
Ha a két gyok u és v, akkor u +v=—— és uv = —; a gyokok és egyiitthatok
kozotti osszefiiggések miatt tehat: a a

a) ax* —bx + ¢ = 0;

b) ax* + 2bx + 4c = 0;

c) ax’ + nbx +n* ¢ = 0;
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1 1 u+tv b 11 1 a ., b a
d) —+—= =——, — —=—=—,ezért x*+—x+—=0, ha
u uv cu v uw c c c
¢ # 0 (vagy cx* + bx +a = 0);
2 2
2c c
e)ur+vi=w+v)Y-2w=———, u* v’ =—, ezért
a’ a a’
2 b* c?
4| ——-—|x+—=0 <Vagya2x2+<2ac—b2>x+c2=0>.
a a’ a’

1281. Az egyenletnek akkor van val6s gyoke, ha (2p)* — 4 (2 — p) = 0, vagyis
p =—2vagy 1 <p. Ezen feltétel mellett:
a) =2p > 0¢&s 2 —p > 0,vagyis p < 0; a feltétellel 6sszevetve p < — 2.
b) —2p < 0és 2—p > 0, vagyis 0 < p < 2; a feltétellel Osszevetve
1l=p<2
c) 2 —p <0, vagyis 2 < p; a feltétellel 6sszevetve 2 < p.
d) x = 0 helyettesitéssel p = 2.
1282. Az egyenletnek akkor van valds gyoke, ha 19°—4-5:-p = 0, vagyis

p = 18,05. A gyokok Osszege 3,8, szorzata ? .

a) x = 3 helyettesitéssel 5-3*— 193+ p =0, innen p = 12.
(Mds megoldadsi lehetdség a Viete-formuldk alkalmazdsa: ha a mésik
19

gyok z, akkor 3z = % é53+2=—)
b) Nem lehetséges; a két gyok osszege p-t6l fiiggetleniil 3,8.
c) p = 18,05.
d) Ha az egyik gyok 2u, a masik 3u, akkor Su = 3,8; innen 2u = 1,52,
3u=228;p=52u-3u=177328.

1283. a) Ha a két gyok u és u?, akkor u + u*=3,8,u° = % Innen

—1+ /16,2

=) s Pi=1T3 py =793,

b) Ha a két gyok u és u + 1, akkor 2u +1=38, u> +u= % Innen

p=16,8.

c)p > 0 (és persze p =< 18,05).

d)0 < p=<18,05.
1284. a) Nem lehetséges, a gyokok Osszege pozitiv.

b)p <O.

c)p=0.

d) p > 18,05.

e) p = 18,05. (Azt is mondhatjuk, hogy két egyenld gyok van.)
1285. 1. Az egyenlet diszkrimindnsa (2—p)—4-(— 2p)=p*+4dp+4=
= (p + 2)% tehat mindig van két (esetleg egyenld) valos gyok. A megoldoképlet-
bdl x, = -2, x,=p.

IV
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(1282.)
a)p=23.
b)p=28.
c)p=-2.

4
d)p=-3vagyp= —3
(1283.)
a)p=4.
b)p=—1vagyp=-3.

c)p <0.

d) Nem lehetséges.

(1284.)

a)p <0.

b)p > 0.

c)p=0.

d) Nem lehetséges.

e) p = —2. (Azt is mondhatjuk, hogy két egyenld %yé')k van.)
I1. Az egyenlet diszkriminénsa (3 — 3p)* —4-(2p* —3p)=p —6p + 9= (p — 3),
tehat mindig van két (esetleg egyenld) valds gyok. A megoldoképletbdl x, = p,
x,=2p—3.

(1282.)

c)p=3.

d)p=225vagyp=6.

(1283.)

a)p=225vagyp=1.

b) p=4vagyp =2.

c¢)p <0vagy 1,5 <p.

d)1,5<p.

(1284.)

a)p <0.

b)0<p<1,5.

c¢)p=0vagyp=15.

d) Nem lehetséges.

e)p=3.
1286. Az egyenlet diszkrimindnsa 16p> —4-(3p + 1) =16p* — 12p—4 =0, ha
p=—0,25vagy 1 < p. Ezen feltétel mellett van két (esetleg egyenld) gyoke az
egyenletnek.

a) — 025 <p <1

1
b) x = 0 helyettesitéssel p = 3
17
¢) x = —4 helyettesitéssel 16 + 16p +3p + 1 =0, innen p TR

d)p=2.
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1287. a) p=—025 vagyp = 1.

b)p <—0,25vagy 1 <p.

¢)3p+1>0,innenp >—§.

1
A korlatozé feltétel miatt 3 <p=-025vagy1=p.
1
d3p+1<0,p< 3
e) Nincs pozitiv gyok, ha a gyokok negativok vagy nincsenek. A két

1
gyok negativ, ha -3 < p = —0,25; nincsenek gyokok, ha

1
-0,25 <p<1;innen—§ <p<l

1288. (p +40* + (2p+12)x+2p +9=0.

I. Kiilon kell vizsgalni a p + 4 = 0 esetet; ha ugyanis a f6egyiitthaté zérus, akkor
nem masodfoku az egyenlet.

Ha p = —4, akkor az egyenlet 4x + 1 =0 alaku. Ekkor egyetlen gyok van,
x=-0,25.

Hap # — 4, akkor az egyenlet diszkrimindnsa (2p + 12)*— 4 (p + 4)(2p + 9) =

4p*—20p = 0,ha—5<p <0.

(1286.)
a)p <—5vagy0 <p.
b)p=-45.
c)p=-25.
d)p=—44.
(1287.)
a)p=-5vagyp=0.
b)—5<p<0,dep#—4.
2p+9 .
c) PR >0, ha p < —4,5 vagy — 4 <p; a korlatozo feltétel miatt

—5<p<-—-45vagy —4<p=0.

2p+9
1 <0,ha—-45<p<—4.

d)
e)p <—5 vagy 0 < p (nincs gyok);
vagy p = —4 (egyetlen gyok van);
vagy —5=p < —4,5, vagy —4 < p =<0 (azonos elgjeliiek a gyokok)
2p + 12
+4
Ez utdbbi egyenlGtlenségbdl p < — 6 vagy — 4 < p, igy a megoldas:
p<-—5vagy —4<p.

és — <0 (a gyokok oOsszege negativ).

IL.2-p)x*—2x+2p=0.
Ha p =2, akkor — 2x = 0, innen x = 0.

IV
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Ha p # 2, akkor az egyenlet diszkriminansa 4 —4- (2 —p)-2p = 8p* — 16p + 4 =0,
1 1
hap<1-—=0293vagy 1+ — = 1,707 < p.

/2 /2
(1286.)
)1 1+
a)l———=<p<l+—.
/2 /2
b)p=0.
20
c)p= 7
T
)p= 1
(1287.)
=1 L+
a)p=1——vagyp=1+—.
/2 /2
bp<i—— 1+
p<l———vagyl+— <p.
J2 J2
)P S0 hao 2 innen 0 < p < 1 — —
c >0,ha0 <p <2;innen0 <p<1—— va
. e

1
1+—==<p<2.

<0,hap <0 vagy 2<p.

p
d
)2
1 1 _
e)l——<p<1+7(n1ncsgy6k);
2

3

vagy p = 2 (egyetlen negativ gyok van);

2
vagy - f)p >0 (0 <p<2)és <0 (két negativ gyok van).

2-p
Ez ut6bbi egyenltlenségbdl p > 2, igy a megoldas:

1 1
l-——=<p<1l+— =2.
ﬁ p<l1 ﬁ vagy p =2
1289. Akkor Iétezik két (nem feltétleniil kiilonb6zd) gydk, ha a diszkrimi-
nans nemnegativ. D = (8p — 2)* — 4(15p* — 2p — 6) = 4p* — 24p + 28; D > 0, ha
p*—6p+7=0,s ez akkor teljesiil, hap <3 —/5 ~ 1,59 vagy 3 + f ~441 <p.
Ha a két gyok u és v, akkor a Viete-formulak alapjan u +v=2—8p és uv =
=15p>-2p —6.
a)u®+ v = (u+v)>—2uv = (2 — 8p)* — 2(15p* — 2p — 6) =
=34p” — 28p + 16. u’ +v> =24, ha 34p>—28p + 16 = 24, vagyis
7+ /117

34p* —28p — 8 = 0. Innen p, == = 1,05 és
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7-/117

Py=—— 7 =~ 0,22; a feltételeknek mindkét gyok megfelel.

1 1 u+to 2-8 1 1 2- 8
b) —+—= = .—+—=10,ha ———— =
u v w  15p°-2p—6 u v 15p*=2p -6

=10, vagyis 150p* — 12p — 62 =0. Innen p, =————— = 0,68 és

3-5/93 , o
I 0,60, a feltételeknek mindkét gydok megfelel.
1 1

Cc = = =
) w+vt w+ov)-2w (2-8p)—2(15p*—2p —6)
1 1

= . ,ha ———————— =1, vagyis
34p*—28p + 16 u+v? 34p?—28p + 16 &
34p® — 28p + 15 = 0. Ezen egyenlet diszkriminansa negativ, vagyis

nem létezik megfeleld p érték.

Megjegyzés:
Természetesen az a megoldasi modszer is eredményes, amikor elkeriiljiikk a ma-
sodfoku egyenlStlenség megoldasat. Pl. az a) esetben meghatarozzuk a lehetsé-
7+ /117 77— /117

17 STy
visszahelyettesitéssel ellendrizziik, hogy ezen p értékekre valoban van gydke az
egyenletnek. Ekkor azonban nem szamolhatunk a kozelits értékekkel.
Ha pl. p=1,05, akkor az eredeti egyenlet X+ 64x+844=0, a két gyok
x, = — 1,86 és x, = — 4,54, x7+x; =24,07. A kerekitések miatt nem kapunk
pontos értéket.
Ha nem a kozelitd értékekkel szdmolunk, akkor az eredeti egyenlet

2+ (8p —2)x + 159> — 2p — 6 =289 + (374 +136,/117 )x + 518 + 176,/117 =0.

Innen x, ,=

gesp, = értékeket, s az eredeti egyenletbe val6

—374-136 /117 i/Z 303 908+101 728 /117 —598 809—203 456 /117
B 578

~374-136,/117 + /1 705100 — 101728 /117
- 578

, s ekkor x7+x7 =

2
2[(374 + 136 117) + 1705100 — 101 728 117J

578> -
2(2 303908 + 101728 /117 + 1705100 — 101 728 117)
5782

= 24 valdban.

IV



IV

236 Masodfoku egyenletek, egyenletrendszerek...

1290. a) Tobb megoldés lehetséges. Ha a két gyok pl. x, =0 és x, = /24,
akkor x(x — /24 ) =0.
b)x, =3, x,=22; (x —3)(x —22)=0.
c) Ha a két gyok x és x + 0,5, akkor x(x + 0,5) = 2, innen x* + 0,5x — 2
= 0. Az egyenlet diszkrimindnsa 8,25 > 0, tehat léteznek a gyokok.

-1-/33 ~1+/33
4

;L6 & x=

d) Nincs megoldés. A Viete-formuldk alapjan x* — 0,5 + 2 = 0; ennek
az egyenletnek viszont negativ a diszkrimindnsa.
1291. A paraméteres egyenleteket a paraméterek minden lehetséges értékeé-
re meg kell oldanunk.

(Amelyek x, = ~1,19.)

b

?.

b) 2x*=2a°, x=ta. (b tetszﬁleges.)

c)x # + a. Atalakitasok utdn x° = 4a® innen x =+ 2a, haa # 0; ha
a = 0, akkor nincs megoldas.

d) x # + a. Atalakitasok utan 2a =0. Haa =0,x € R\ {0}; haa # 0,
akkor nincs megoldas.

e)x # +a,x # + b; atalakitasok utan x*(a + b) = ab(a + b).

Mivel a +b > 0, x* =ab, x = + Jab , feltéve, hogy + /ab # *a, ill.
+./ab # t b, vagyis haa # b.
Ha a = b, akkor nincs megoldas.

a)a,b,x # 0, a*x’ =b% innenx = +

a+ Ja®—4b

1292. a) Ha D = a’ — 4b > 0, vagyis ha a® > 4b, akkor x,, = 5 ,

két megoldés van.
a
Ha a® = 4b, akkor x = o o megoldas (de kétszeres gyok) van.

Ha a” < 4b, akkor nincs megoldis.
b) x, =a, x, =b. Egy (kétszeres) megoldas van, ha a = b; kiilonben két
kiilonboz6 megoldas van.

2a +2b
¢) D =4a*> — 4(a* - b*) =4b2,igyx]72= — N4 +b, x,=a—b.
Ha b =0, egy (kétszeres) gyok van; egyébként a gyokok szama
kettd.
1293. a) Ha |a| = 2, vagyis a = + 2, egy megoldas van;

ha |a| > 2, vagyis haa < — 2 vagy 2 < a, két megoldas van;
ha |a| < 2, vagyis — 2 < a < 2, akkor nincs megoldas.

x
b)x #0,x # a. Ha =y, akkor 2y* — S5y +2=0,y, =2,y,=0,5.
x—a

Az =2 egyenletb6l x = 2a; nincs megoldas, ha a =0. Az

X—a

= 0,5 egyenletbdl x = —a; nincs megoldas, ha a = 0.
xX—a
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Tehat ha a = 0, nincs megoldas; egyéb a értékekre pedig két meg-
oldasvan.
c)a, b, x # 0. Atalakitasokkal x*(a — b) = ab(a — b). Ha a = b, akkor
végtelen sok megoldés van (x barmilyen, nemzérus szam lehet); ha
a # b, akkor ab > 0 esetén két megoldas van, ab < 0 esetén nincs
megoldas.
1294. Azax” + bx + ¢ = 0 egyenletnek 2-nél tobb gyoke csak aza = 0 esetben
lehet; a bx + ¢ = 0 egyenletnek pedig csak a b = 0 esetben. Innena =b =c = 0;
ekkor minden valds x megoldas, az egyenletnek végtelen sok gydke van.
1295. Ha p =1, akkor 0 =0 azonossagot kapunk, igy minden valdés x meg-
oldas.
Ha p = —1, akkor atalakitasok utan x = 1; egy megoldas van.
Ha p# +1, akkor a (p + 1> —x + 1 =0 egyenlet diszkrimindnsatdl fiigg a
megoldéasszam.
D=1-4p+1)=—-4p—-3. D>0, ha p < —0,75. Ekkor két megoldas van
(persze p # —1). Ha p = —0,75, egy (kétszeres) gyok van; s hap > — 0,75 (és
p # 1), nincs megoldas.
1296. a) b* — 4c > 0 teljesiiljon. (Ha ¢ < 0, ez minden b val6s szdmra fennall;

hac =0, akkor b > ,/4c vagyb < — ﬁ sziikséges.
b) b*> —4c =0.Hac < 0, ez sosem teljesiil; ha ¢ = 0, akkor b = +,/4c .
¢) b*—4c < 0. Ha ¢ <0, ez sosem teljesiil; ha ¢ > 0, akkor — ,/d4c <b <

< ./4c kell.
—-c—9

3

d) x = 3 helyettesitéssel 9 +3b + ¢ =0, innen b =

Egyenletek osszetett fiiggvényekkel

1297. a) Ha x>0, akkor x* = 2x; ha x <0, akkor x* = —2x. x€{-2, 0, 2}.

Mds megolddsi lehetéséy: x* = |x|?, igy |x|?—2|x| =0, s innen
el (x| =2) =0.

b) Hax>2, akkor x> —4x —3(x —2) + 6 =0; x, = 4, x, = 3.
Hax <2, akkor x> —4x +3(x —2) +6=0; x, =0, x, = 1.
Mas megolddsi lehetGség: (x — 2)* = |x — 2|2, igy
x—2]°-4-3|x—-2|+6=0.Azy= |x— Z%helyettesitéssel
y =3y +2=0.

¢)Hax> -2, akkorx® +2x —1=0; x,= -1+ /2, x,= -1 — /2, de
ez utdbbi hamis gyok.
Ha x < —2, akkorx>+ 2x+ 1 =0; Xy = —1, hamis gyok.
Egyébként az alapegyenletbdl észrevehetjiik, hogy x csak pozitiv
lehet.

1 1
Mds megolddsi lehetGség: ha |x + 2| = — , akkor azx + 2 = +— két
x X

egyenletet is megoldhatjuk (ekkor kotelez6 az ellen6rzés).

IV
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1298. Az |f(x)| = c tipusi egyenleteket kétféleképpen oldhatjuk meg.

1. Kétfelé agaztathatunk f(x) el§jele alapjan. Ha f(x) = 0, akkor az f(x) =c, ha
f(x) <0, akkor pedig a — f(x) = c feltételes egyenleteket oldjuk meg.

2. Egy abszolutértékes kifejezés értéke csak akkor lehet ¢, ha a kifejezés értéke
¢ vagy — c. Ez alapjan két egyenletet oldunk meg: f(x) =c és f(x) = —c.
Barmelyik mddszert valaszthatjuk; az itt kit{izott feladatokban a masodik mdd-
szer alkalmazasa egyszer(ibb.

a)xe{i/ﬁ,i/ﬁ};
5-/13 5+/13 5-/5 545
2 02 2

b)xe > ; (kozelitd értékekkel
x €10,70; 4,30; 1,38; 3,62});
c)xe{l1;0,5};

dyxe{l+ /2 ~241; 1- /2 ~—241}.

1299. a)x — 1 <[x] <x, innen —2x < —2[x] < -2 +2, ¥’ — 2% —3 <x*—
—2[x]-3<x¥*—2— 1.
Azx* — 2x — 3 < 0 egyenl&tlenség megoldasa — 1 <x <3;a0 <x*—
—2x — 1 egyenl6tlenség megoldasax < 1 — ﬁ ~—0,41vagy 1+ /5 =~
~241 <x. Osszevonva: —1 < x<1- /2 vagy 1+ /2 <x < 3.
Mivel x* = 2[x] + 3 egész szam, x a fenti intervallumokba esd iﬁ
tipust szam lehet, ahol n pozitiv egész. Megoldas: x € {— 1; ﬁ ; 3}.

b) 3 <x* — 2x < 4. Az egyenl&tlenségek megoldasax < — 1 vagy 3 <1x,
illetve 1 —/5 ~ 1,24 <x < 1+ /5 ~324. Osszevonva 1 — /5 <x <
S—lvagy3§x<1+/§.

) x+2<[2x+3] < 2x+3, innen 2&x+2<x’* < 2 +3. Az
egyenl6tlenségek megolddsa x <1 — ﬁ ~—0,73 vagy 1+ f =~
~2,73<x, illetve —1< x < 3; s mivel x=+,/n alaki (n pozitiv
egész), ezértx € {— 1;./8; 3}.

d) 0<{x} <1, igy 0<x*-3<2; 1/§S| x|<ﬁ. Alkalmazzuk az {x} =
= x —[x] helyettesitést! Ekkor x* — 2x + 2[x] — 3 = 0, vagyis x* — 2x =
=3 —2[x], egész szam.

Ha /3 <x</5,akkor3-2/3 ~ 046 <xX*~2r<5-2/5 ~
~ 0,53, innen x* — 2x = 0, de nem kapunk megoldast.

Ha-/5 <x<-/3, akkor 3+2/3 ~646<x’—2x<5+2/5 ~
~ 9,47; innen x* — 2x lehetséges értékei 7, 8 vagy 9.

xe{1+/§;1—‘/§;4;—2;1+/ﬁ;1—/ﬁ};

ellendrzés utdn x, =1 - /8 ~—1,83; x,= 1-/10 ~ —2,16.
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Ellensrzés: {1-/8} = {-/8}= 3-/8, igy (1—/?3)2—2-{1—/?3}—3 =
=9-2/8-2(3-/8)-3=06s {1~ /10}={-/10} =4 /10,
gy (1—/5)2—2»{1—@}—3=11—2 10-2(4-/10)-3=0

valéban.

e)-1<x=<1. {2Zx—3}=2x—-3—[2x— 3], a megoldand6 egyenlet
¥ =2t +3+[2x—3]=0. x*— 2x egész szam; s mivel — 1 <x <1,
innen —1<x>—2x<3. x> -2 lehetséges értékei —1, 0, 1, 2 vagy 3;
xe{l;0;2; 1+ /2;1-/2;1+ /3;1- /3 3; —1}; ellendrzés
utan x,= 1 - /2 ~ 041, x,=1- /3 ~—0,73.
Ellensrzés: {2¢ - 3} = (20} {2-2//2} = {-2/2} =3-2/2, 1y

(1—ﬂ)2—{2—2 2-3}=3-2/2-(3-2/2)=0¢s

2

{2—2f—3}:{—2/§}=4—2 3,igy(1—ﬁ) =
-{2-2/3 -3} = 4-2/3 - (4-2/3) = 0 valoban.
Megjegyzés:
A megoldas egyszertisodik, ha a {2x — 3} = {2x} azonossagot korab-
ban alkalmazzuk.

fx—1<[x] <x,innen2x — 2 <x*— 3,6 < 2x. Az egyenl6tlenségrend-
szer megoldasa 1 — /4,6 ~—-1,14<x<1-/2,6 ~—0,61vagy 1 +
+ /2,6 22,61 <x<1+ /4,6 ~3,14. Az els6 esetben —3,22 < x*> —
—3,6 <—2,3; a masodikban 3,21 <x*— 3,6 < 6,26. A paros egész
értékek johetnek széba, x* — 3,6 € {4; 6}. Ellen6rzés utin

vel /.65 o0,

g) 0<x*—2x — 3 < 1. Az egyenlStlenségrendszer megolddsa 1 — ﬁ =
~—124<x<-1vagy3<x<1+,/5 =3.24.

Masodfoku egyenletrendszerek

1300. Algebrai megoldds:

(1)-b6l y =4 —x; ezt (2)-be helyettesitve 4 —x —x* + 4x = 6. Redukalas utdn
x> —3x + 2 =0, vagyis egyvdltozés mdsodfokii egyenletet kaptunk. Az egyenlet
megoldasaix, = 1, x, = 2; visszahelyettesitve pl. (1)-be, y, = 3,y, = 2. Az egyen-
letrendszernek két megoldasa van: (x; y) = (1; 3) vagy (x;y) = (2; 2).

Grafikus megoldds:

Az egyenletrendszer grafikus megoldésa azt jelenti, hogy az egyenletek altal
adott ponthalmazok (alakzatok) kdzds pontjait hatarozzuk meg (vagyis azokat

IV
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a pontokat, amelyek egyszerre az 0sszes
adott alakzaton rajta vannak).

2 Az (1) egyenes és a (2) parabola (1; 3),
illetve (2; 2) metszéspontjait leolvashatjuk a
gorbék megrajzoldsa utan.

Megjegyzések:

A két ismeretlent tartalmaz6 egyenletrend-

szer megoldasa azt jelenti, hogy megadjuk a
y=x"—4x+6 két véltozd Osszes olyan értékét, amelyekre

az egyenletek egyszerre teljesiilnek; tehat a

megoldasok szamparok.

. | . A fenti masodfoku egyenletrendszert ugy

T 7% oldottuk meg, hogy kifejeztiik az egyik val-

\ tozOt a masik segitségével, s miutan igy a

masik egyenletbe behelyettesitettiink, mar

egyvaltozds egyenletet kaptunk. Ez a megoldasi mddszer mindig alkalmazhatd,
ha az egyik egyenlet els6foku.

Ezért bonyolultabb egyenletek esetén célszerli megvizsgalni azokat a helyette-

sitéseket, amelyek linearis egyenletre vezethetnek.

1301. a) (1)-b8l x =1 —y; ezt (2)-be helyettesitve 2(1 —y) — 3y +y* —2=0.
Innen y, =0, y,=5; visszahelyettesitve (1)-be x;, =1, x,=—-4. A
megoldasok: (x;; y,) = (1; 0), (x; y,) = (- 4; 5).

(1) képe egyenes, (2) képe olyan parabola, amelynek tengelye par-
huzamos az x tengellyel.

2
Iy=—x+1, illetvex=—y7+—y+1.

2
7
b) Gy = B’B]’ (3 y,) = (15 1).
2 5
(1) képe egyenes, (2) képe kor. [y =3 + 3
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[1302/a.] [1302/b.]

1302. a) (x;3y) = (1; 1), (x53¥,) = (2,2, 0,2).
(1) képe egyenes, (2) képe hiperbola.

3
(- 1) [y_z] 1

__2 +5'lltv + =
y=-7x+7, illetve 1 1 =1.

4 4

b) (x;;y1) = (=65 0,5), (x; y,) = (1; —3).
x 5

3
(1) képe hiperbola, (2) képe egyenes. [y =——, illetve y=— 5o
x
1303. Jeloljiik a téglalap két oldalat a > b-vel! Ekkor (1) ab +a — b = 183;
(2) a+b=27.(2)-b8l b=27—a, ezt (1)-be visszahelyettesitve a* — 29a + 210 = 0.
a =14 (ekkor b =13) vagy a = 15 (b = 12). A téglalap teriilete 182 vagy 180
teriiletegység.

1304. a) Két megoldas van: (x; y) = (1; + /g ) Pl y* = a helyettesitéssel az
egyenletrendszer els6foku lesz.
(Mas megolddsi lehetdség: (2) kétszeresét (1)-hez adva kikiiszobol-
hetjiik y*-et.)
b) Négy megoldds van: (x;y) = (£2; +1). PL.y* = a, x* = b helyettesités-
sel az egyenletrendszer els6foku lesz.
(Vagy: (1) —3-szorosét (2)-hoz adhatjuk.)

1 5
1305. a) Négy megoldds van: (x; y) = (1; +1) vagy (x; y) = [[, i{ .PlL az
3/3

y?>=a, x> = b helyettesitéssel az egyenletrendszer masodfoki lesz.
(Vagy: osszeadhatjuk (1) 2-szeresét és (2) 3-szoroséat.)
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b) Négy megoldés van: (x;y) = (1 + /g; 0) vagy (x;y) = (1 + ‘/g; 1). PL
(x — 1)>=a helyettesitéssel az egyenletrendszer egyszeriibben ke-
zelhetd.
1306. (x;y,) = (0; 1), (x5 5,) = (8; —15).
1307. Ha a két szam x és y, akkorx +y =xy = i. Lényegében két egyenletet
kaptunk, amelyet a hagyomanyos médon oldhatunk meg: (x; y) = (0,5; —1).
1308. a) (x;;y) = (3; =5), (33 ,) = (55 =3).
b) (i3 y1) = (=75 =2), (x3,) = (2, 7).
13089. a) (x;;y,) = (5; 3), (X33 ¥,) = (=35 =5).
13 3
b) (ki3 y1) = (15 1), (x5 5,) = [— TEN 7]-
1310. a) Nincs megoldas.
b) (;y) = (0; 1).
1311. a) (x5 ) = (2 8), (03 ,) = (8; 2).
b) (x;y) = (2; 4).
1312. 0) (x;3y) = (=3; =2), (x335,) = (2 3).

14
b) (x;;y)) = (35 4), (x33¥,) = [_ 10, — ?]

A 1313-1316. feladatokban dltaldban tobb alkalmas helyettesités is taldlhato.
Példaul:
1313. g) a =x — 2 helyettesitéssel (1) y=a; (2) ay=4. (x;; y)) =4 2),
(33 5) = (05 =2).
1 1
b) Haa=ﬁ, b= =2’ akkor (1) a +b=2; (2) 3a —5b=-3.
(13 26
(x’ y) - 7 s 9 .
Megjegyzés:
Helyettesités utan linedris egyenletrendszert kaptunk az eredetileg
masodfoku egyenletrendszerbdl. (A tortek eltiintetése utan kapott
egyenletek, pl. b)) y — 2 + 3 —x = 2(3 — x)(y — 2) masodfokuak.
1314. a) Haa= /2x+ 1, b=y’ akkor (1)a +b=4; (2) 2a* -2+ b*=17.
wy)=@&£1).
b)Haa= /x—1, b= /3+y,akkor (1)a+b=3;
() a/2 +2b=/2 —4. (;y)= (2 1).
1315. ¢) Haa =x —y és b =xy, akkor (1)a +b=1; (2) ab = —6.
O y) = (2 1), (03 ,) = (1 =2), (53 y3) = (=35 —1), (v y,) = (15 3).
b) Haa =x*ésb =y akkor (1) a*+2b=9; (2)a+b =5.
(3 ¥) = (£1; £2). (4 megoldas.)
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1316. Haa=/x,b=/y, akkor (1) 3a —2b=4; (2) ab =2. (x; y) = (4; 1).
1317. a) x,y gyoke at* — 3t + 2 =0 egyenletnek (Viete-formulék).
@) =(152), (e3,) = (25 1).
b) a =x +y, b = xy helyettesitéssel (1) a* —2b +a = 14; (2) b = 3.

-5+,/13 —-5-/13
) = (13 i) = G5 . G = | f%

[—5—‘/173'—5+‘/173
2 2

IV

=~ (—0,70; —4,30), (x5y,) = =~ (—4,30; —0,70).

Mas megoldasi lehetéség: (1) (x +y)* + (x +y) — 20 = 0 alakba is ir-
hatd, s ekkor (x +y) kozvetleniil meghatarozhato.
1318. a) Ha a =xy, akkor (2) 4- (15 — 2a) = 17a. (x;; y,) = (12; 3),
(3 Y2) (3; 12).
b) (£5) = (2:2).
1315, a) (1) 18— 31y + 41y = 286. 5,3, = (9 ). (3 7,) = 5 o)
b) Ha a =x+2y, b=x-2y, akkor (1) a>—2b=17; 2) b=4. (x;;y,) =
= (1:2), (1) = (4 05), (59 = (4 ~05), (5 0 = (-1 -2).
1320. X’ —y’ = (x—y)(*+xy +y?). Haa =x —y, b =xy, akkor (2) a(a*+ 3b) =
=26 (e yy) = 33 1), (39,) = (=1 =3).
1321. a)x —y =@x+y)x— y) innenx +y = 81. (x; y) = (41; 40).
b) x* +y*+ 2ty = (x +y)* =49, innenx +y = £7. (x;;y,) = (3; 4),
(3 y,) = (4 3), (33y3) = (_35 —4), (5 y,) = (=4 =3).
1322. a) (x y)
b)x’+y’= (x+y)(x —xy +y?), innen x* —xy +y*=31. ¥’ —xy +y* =
= (x +y)’ = 3w, xy =30, (xpzyl) s 6) (3 2) = (65 5).
1323. a) (1) és (2) osszeadasaval x> +y* + 2y = (x + y) 49, innenx +y = £7.
(o5 31) = (552), (x5 y,) = (=5; =2).
b) (x;;y1) = (35 2), (¥335,) = (2 3).
1324. Azegyenletek sszeadasa, illetve kivonasa utan: (1) (x +y)(x* —xy +y%) =
=6(x+y), (2) (x —y)(* +xy +y*) =4(x —y). (1)-b8l hax +y = 0, akkor (x; y,) =
=(0;0), (6332 = (2 =2), (x335) = (=2; 2); (2)-b6l hax —y = 0, akkor (x;;y,) =
= (/6,/6), (xs3¥5) = (—f;— ‘/g>, egyébkéntxy = —1, x+y = iﬁ, s innen

o[ BT f—ﬁ]

62 76 2 7 2

z[f—ﬁﬁ+ﬁ
2

~ (2,19; —0,46), (x5; y,) =

z(—0A6;2J9%¢&;x9=[__/§é+vﬁ7; _V/;'/y]z
LJ—JI—ﬁ+ﬁ
2 ’ 2

2

=~ (0,46; =2,19), (xy;y,) = =~ (—2,19; 0,46).
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1325. a) (1)-b6l hay = 0, akkorx = 0, de (2) miatt ez nem lehetséges. Hay # 0,
2

akkor (1) atalakithato:

X X
—| +2-——=3=0. Az = — helyettesités-
y y y

sel z, = 1, z, = —3; innen x =y, vagy x = —3y, amit (2)-be visszahe-

lyettesitve méasodfokt egyenletet kapunk. (x;; y,) = (1; 1), (x,; y,) =
4 4 -15-3,/233 5+ ,/233

- [_9;_ 9]’ (555) = 26 26 ]

~

~(—2,34;0,78), (x;3y,) =

—-15+3,/233 5-,/233
26 T26

Masik lehet6ség (1) szorzatta alakitasa: x* —y* + 2xy — 2y* =
=@x—y)x+y)++2(x —y) = (x —y)(x + 3y), innen els6foku dssze-

fiiggéseket kapunk.
; 7 28
6174 61|

] ~ (1,18; —0,39).

b) (i3 ) = (23 1), (0 ¥p) = (=25 =1), (655 y3) =

7 7B 2,37; —0,68
61"’ 61 ~ (2,37 ~0.68).

1326. a) Homogén egyenletet kapunk, ha (1) 5-szorosébdl kivonjuk (2)-t.
@) =(153), (y,)=(-1-3).
b) Homogén egyenletet kapunk, ha (1) 13-szorosat és (2)-t 6sszeadjuk.
@) =(152), (pyy)=(=1-2), (@5y5) =(2 1), (59, =
=(=2;-1).
1327. a) Kiemelés utan
(1) (x =Dy +2)=0,
2)(x+3)(y—-1)=0.
(3 p) = (151), (3 p,) = (=3; =2).
b) (1)-bdl xy =2y —x+2=yx-2)-(x—-2)=(—-1)(x—2)=0. Ha
y = 1, akkor (2) 2x* — 3x = 0 alaki; ha x = 2, akkor (2)-b&ly = 3.
@) = (05 1), @ y0) = (1,5 1), (5395) = (2;3).
18 9
1328. @) (x;y) =2 1), (03 3) = (=2 1), (3 y3) = [H;_ H]’ (X4 y4) =

B 18‘ 9
)
b) (1)-b6l (x —y)(x +y —10) =0, (2)-b6l (x +3)(y —6) =0. (x;; y,) =

=(=3;=3), (355 = (=3;13), (x55y5) = (6 6), (x5 ,) = (4; 6).
1329. a) (x;5y,) = (05 0), (x3¥,) = (55 =5), (x33¥3) = (35 1), (x3¥,) = (=15 =3).

~ (=237, 0,68), (x;y,) =
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b) PL. (1)-bSlx* +y* = 13 + x%?, (2)-b6l x> —y* = 1 — 2xy; (2) négyzetre
emelésével 5x* — 4xy — 12 = 0. Innen xy = 2 vagy xy = —1,2.
@ y) = (152), (ey,) = (=15 =2), (5593) =

-1,2

ﬁl’”m, /—1,7+/@

= (_ 17944’ 07617)7 (x4; y4) =

1,2
= — = 1,7+ [4,33| ~ (1,944; — 0,617).
~1,7+ /4,33

1330. a) (1)-b6l (x +y)* + 2(x +y) + 1 =0, innenx +y = —1. (x;y) = (1; —2).
b) (1)-b8l (3x — 2y)* — 6(3x — 2y) + 9 =0, innen 3x — 2y =3. (x;; y,) =
= (0; =1,5), (x5;y,) = (1 0).
1331. Jeloljik a két szamot a-val és b-vel (a > b)!
a)(1)a+b=1;(2)ab+a*=a. a #0,igy (2) b + a = 1 alakban frhato.
Azonossagot kaptunk; haa =t¢, akkorb=1—+¢ a > b miattt > 1 —1¢,
innen (a; b) = (t; 1 — 1), ha t tetsz6leges, 0,5-nél nagyobb szdm.
b) (1) a+b=1; (2) ab+a*=b. (2)-b6l a(1 —a) +a”=1—a, innen
a=b=0,5,de ez nem megoldas.
1332. Jeloljik a két sokszog oldalainak szamat n-nel, illetve k-val! Ekkor (1)
nn—3) kk-—3) o
5 + 5 =158; (2) (n —2)-180° + (k — 2) - 180° = 4320°. (2)-bdl
k +n =28, helyettesités utdn a két sokszog oldalainak szdma 12, illetve. 16.

1333. Jeloljiik a derékszogli haromszog befogdit hagyomanyos médon a-val
ab
és b-vel! Ekkor (1) o = 55és(2) Ja*+ b* = /221 ; innen a két befogd hossza

10 cm és 11 cm.

1334. Legyen a szdm ab alakd! Ekkor (1) (10a + b)(10b + a) = 1612; (2) a* +
+b*=40; innen ab = 12, a + b = 8. A keresett szdm 26 vagy 62.

Megjegyzés:

A megoldashoz nincs sziikség (1)-re, (2) ismerete 6nmagéban elég.

a a b 58
1335. Legyen a tort 5 alaka! Ekkor (1)a =b —4; (2)B+f=ﬁ. (a;0)=(3;7)
a

3 -7
vagy (—7; —3), a keresett tort - vagy 3"

1336. Legyen a szam ab alaka! Ekkor (1) a =b + 4; (2) (10a + b)(a + b) = 306.
(a; b) = (5; 1), a keresett szdm az 51.

1337. Jeloljiik a sorok szamat s-sel, a székek szamat d-vel! Ekkor (1) sd = 336
és(2) (s +2)(d + 3) = 437. Innen 3s* — 955 + 672 = 0, s = 21 (a masik gyok nem
egész), valamint d = 16.

IV
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1338.

1339.
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a) (x +y+z)*=x*+y* + 2>+ 2(xy + xz +yz), innen (x +y +2)* =29 —
—20=09.(3) miattz =4 vagyz = —2. (x,y,z) € {(2; —3; 4), (-3; 2; 4),
(3; —4;-2), (—4; 3; -2)}.

b) Alkalmazzuk az x = 3¢, y = 4t, z = 5t helyettesitést! (x,y, z) =
= (12; 165 20) vagy (x,y, z) = (—12; —16; —20).

a) Az egyenletek 0sszeadasabolxy = —6, xz = —10, yz = 15; ezek szor-
zatabol xyz = £30. (x, y, z) = (2; —3; =5) vagy (x, y, z) = (=2; 3; 5).

29 26 2 }

D) (,y,2) = (4 3; 12) vagy (.7, 2) = [?; S

1340. Jeloljik a harom €l hosszat a < b < c-vel!

1341.

1342.

1343.

1344.

a) (1) ab = 6; (2) ac = 8; (3) bc = 12. A térfogat az egyenletek szorza-
tabol szdmithat6: V= /6-8-12 =24 (cm?).
(Az oldalélek: a =2 cm, b =3 cm, c =4 cm.)
b) N)a+b="7;(2)a+c=9;(3)b+c=12. Az egyenletek 6sszeadasa-
bola +b+c=14,innena=2cm,b=5cm,c=7cm; V=70 cm’.
c) (1)a*+b*=13;(2) a* + ¢* = 29; (3) b* + ¢* = 34. Az egyenletek Ossze-
adasabol a® + b* + ¢ =38, innena’* =4, b*=9, =25, V=30 cm’.
a) A Viete-formuldk miatt a z> — az + b = 0 egyenlet gyokei (ha létez-
nek) z, =x, z, =y. Innen a® — 4b > 0 a gyokok létezésének feltétele.
2

2

b) x* +y* = (x +y)* — 2xy, innen xy = . Akkor van megoldds, ha

5 at—c
a—4-

>0, vagyis 2c —a* > 0.

¢) Atalakitasokkal x* — ax? + b*> = 0. Az a®> — 4b*> > 0 feltétel mellett
a = 0-nak is teljesiilnie kell.

a) Minden a € R esetén van megoldas: (x;;y,) = (0; a),
(x2; y2) = (0,5, a— 055)

b) Van megoldas, ha a < 1,125.

a) Van megoldas, ha a <-/3 vagy J3<a.

b) Atalakitasokkal y*(a® + 2a — 3) = 0. Mindig van (x; y) = (0; 0) alakd
megoldas. Ha a = 1 vagy a = —3, akkor végtelen sok (x; y) = (at; t)
alaki megoldas van (f € R).

1 1
Mindi 1das. H — 2, akk ;)= s =I5
a) Mindig van megoldéas. Ha a # , akkor (x; y) T12 axa
1
h —1, akk 1Y) = ; .
aa#—Lakkor (wy) ="~ 5 50

b) A két egyenlet kiilonbségébdl (y —x)(y —x — 1) = 0.
Hax =y, akkor 1 +4a =0, a = —0,25. Hax=y — 1, akkor 4a + 5= 0,
a=-—125.
Van megoldas, ha a = —1,25.
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c c
1345. Jeloljik a két test sebességét v,, illetve v,-vell Ekkor (1) — +t=—;

Uy Uy
(2) (v, —v)n =c. Innen ntv,> — ctv, — ¢* = 0, a pozitiv gyokot megtartva

ct+ 22+ dntc? c —ct+ 1/cztz-l— dntc?

U, =0, — — =
2nt R ) 2nt

v, =

1346. Jeloljiikk g-vel az eredetileg igényelt gépkocsik szamat, ¢-vel a gépko-

csinként tervezett teher nagysagat! Ekkor (1) gt=T; (2) (g —x)(t+y)=T.

wt [x*y*+ 4T
Zy

Innen yg* —xyg —xT =0, g,,= ; a gépkocsik szamat a pozi-

tiv gyok adja meg.

Szdveges feladatok

x
1347. Jeloljiik x-szel az osztét! Ekkor 660 = x(x + 3) + S x= 24. (x=-27,5

nem egész.)

1348. Legyen a szam ab alakd! Ekkor

(DHa+b=09;

(2) (10a + b)(10b + a) = 2268.

(1)-b8l a =9 — b, (2)-be helyettesitve b* — 9b + 18 = 0. Innen b = 3 vagy b = 6,
igy (a; b) = (3; 6) vagy (a; b) = (6; 3).

Megjegyzés:

Mivel a és b szamjegyek, az (1) Osszefiiggés felesleges adat. Ugyanis (2)-bSl
100ab + 10(a* + b*) + ab = 2268, innen ab =8 vagy ab = 18 lehetséges. Ha
ab = 8, akkor a* + b* = 146, nem kapunk megoldést; ha ab = 18, akkor a* + b* =
=45, innen (a; b) = (3; 6) vagy (a; b) = (6; 3).

11
1349. A paros szamot n-nel jelolve (n —1)(n +1) =11 o innen n =12
1
n=-—-5 nem felel meg|.

1350. Jeloljiik a szamrendszer alapszdmat g-vel; ekkor 4g* + 4g + 2 = 122,
inneng = 5. (g = —6 hamis.)
1351. Jeloljiik a szimrendszer alapszamat g-vel.
a) Elsé megoldds: Ekkor g* + g + 4 = k* (k € N), innen 4talakitdsokkal
4g* + 4g + 16 = 4k%, (29 + 1)> + 15 = 4i?,
15=4k*— (29 + 1)*= 2k + 29 + 1)(2k — 29 — 1).
Ha (1) 2k+29+1=15,(2)2k—29—1=1,akkork=4, g=3.Ez
nem megoldas, mert g = 3-as alapu szamrendszerben nincs 4-es
szamjegy.
Ha (1) 2k+2g+1=5,(2)2k—29—1=3, akkor k=2, g=0; ez
sem megoldas. Nincs ilyen szdmrendszer.

IV
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Mdsodik megoldds: Becslést is alkalmazhatunk. Ha g* + g + 4 négy-
zetszam, akkor 4g* + 4g + 16 is az. 4g° +4g + 16 = (29 + 1)* + 15,
és ez két szomszédos négyzetszam, (2g + 1) és (29 + 2)* kozé esik,
ha g > 4; tehat nem lehet négyzetszam.
b)g>+3g>+3g+1=(g+ 1) igy g > 4 barmilyen egész szam lehet.
1352. Jeloljik x-szel a novelés, illetve csokkentés mértékét! Ekkor
(20 +x)(20 —x) a téglalap teriilete.
a) 400 — x* = 360, x = /40 ~ 6,32 (cm).
b) 400 — x* = 420, nem kapunk megoldast. (Az azonos keriilet(i négy-
szogek koziil a négyzet teriilete a lehetd legnagyobb.)
1353. Ha a keret szélessége d, akkor (12 — 2d)(18 — 2d) = 0,75-12 - 18. Innen
2d*—30d +27 =0, d = 0,96 (cm).
1354. Jeloljiik a-val az eredeti élek hosszat; ekkor (a + 2)° — a® = 152. Innen
a*+2a—-24=0, a=4(cm). n(n - 3)

1355. Ha n oldald a sokszog, az =n egyenletbdl n = 5.

2
. ) B (n—2)-180°
1356. Azn oldalu szabalyos sokszog bels6 szoge ———— , azn + 1 olda-
n
C (n—1)-180° . (n—2)-180° (n—1)-180° ,
Iaé . gy +12°=——"——, innen n“+n—-30=0;
n+1 n n+1

a sokszdg szabdlyos 0tszog.

1357. Ha n csapat vesz részt a bajnoksdgon, akkor a mérkdzések szama
n(n—1)
2
1358. Jeloljik n-nel a személyek szamat, s-sel a kapott osszeget! Ekkor (1)
ns =19 200, (2) (n — 2)(s + 800) = 19 200. Innen s = 400n — 800, n(400n — 800) =

=19200, n(n —2) =48, n=_8.

1359. Naponta 40 oldalt olvastam volna, 18 napon keresztiil.

1360. 18 kg, illetve 20 kg arut vettiink (a dragabb kg-ja 200 Ft, az olcsobbé
180 Ft volt).

1361. Jeloljiik p-vel a csokkenés mértékét! Ekkor 1800p az elsS és 1800p” a
masodik arcsokkenés utani ar. Innen 1800p* = 1458, p =0,9; vagyis 10%-os
volt a két arcsokkentés.

1362. Jeloljik p-vel az elsG évi szaporulat szazalékban kifejezett értékét!

p 2p . .
14+ ——||1 +—=[=23100, innen p = 5. Az els6 évben 5%, a

=55;innenn’ —n—110=0, n =11.

Ekkor 20000 100 100

madsodik évben 10% volt a gyarapodas.
1363. Ha x liter alkoholt ontiink ki az elsé alkalommal, akkor az edényben

X
36 — x liter alkohol maradt, s masodszor (36 —x)- 36 liter alkoholt dntiink ki.

X
x+ (36 —x): 36" 11, innen x*—72x+396=0, x=6 liter. (x =66 hamis

gyok.) Az els6 alkalommal 6 liter, méasodszorra 5 liter alkoholt ontottiink ki.
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1364. Jeloljik az eredeti termelés értékét T-vel, a munkasok szamat m-mel

T
[ekkor az egy fore jutd termelés —] . Ha a munkasok szdma x szazalékkal nétt,
m

akkor m-

100 b 100

x]T
14— | —
m

3x
——|=1,43T. Innen 3x*+ 400x — 4300 =0,

x =10.
1365. Az 0sszedtvozés utani 36%-os Otvozet 18 kg vorosrezet tartalmaz, igy

tomege 50 kg. Jeloljiik az els6 6tvozet tomegét m-mel, vorosréztartalmat (sza-

lékban kifej Il Ekkor (1) m- -2 =6; 2) s0—m)- P EH _
zalékban kifejezve) p-vel! or (1) m 100 = ; (2) ( m) 00 -

= 12. Innen (2)-b&l 4m = 5p + 20, (1)-be visszairva p* + 4p — 480 = 0; p = 20.
A két otvozetben 20%, illetve 60% vOrdsréz van.
1366. Ha az egyik 6nall6an x nap alatt épitené fel a falat, akkor 1 nap alatt az

t
egész fal —-ed, t nap alatt —-ed részével késziilne el. A masik kdmiives ¢ nap
X X

alatt részt épitene fel. 6 nap alatt az egész falat felépitik, innen
X

6 6

—+ T =1. x* = 7x — 30 =0, x = 10. Egymagaban az egyik kémiives 10, a

X x

masik 16 nap alatt épitené fel a falat.
1367. Ha kiilon-kiilon az egyik traktor x, a masik y nap alatt szantja fel a

3
x, =6, x,=8; a megfeleld y értékek y, = 12, y, = 8. Eredmény: egymagéban az

4 2 1
teriiletet, akkor (1) —+— =1; (2) FEt3y=E 8. Innen x* — 14x — 48 =0,
Xy

egyik traktor 6, a masik 12 ora alatt szantana fel a teriiletet. (Az x,, y, megol-

dasok traktorai nem kiillonbozd teljesitoképességliek.)

1368. Ha a brigadnak eredetileg x tagja volt és fejenként napi y érat dolgoz-

tak, akkor 15xy munkadra sziikséges a teljes munka elvégzéséhez. Innen (1)

15xy = 16(x — 4)(y + 2), (2) 15xy = 8(x + 4)(y + 4). (1)-bSlxy = 64y — 32x + 128,
13y +24

(2)-b81 Txy = 32x + 32y + 128. Kikiiszoboljik az xy tagot: x = Era— s ezt

visszahelyettesitve 13y* — 72y — 256 = 0. y = 8 6rat dolgoztak eredetileg, x = 16
tagu volt a brigad.

1369. Jeloljik x-szel, illetve y-nal azt az dthosszt, amelyet az egyik, illetve a
10
masik csapat egy nap alatt kijavit! Ekkor (1) x +y=4,5, 2) —=—+1;
X y
innen 2> — 49x + 90 = 0. x =2 (az x = 22,5 gyok hamis), y =2,5. Vagyis egy
nap alatt 2 km, ill. 2,5 km udtszakaszt javit ki a két tarsasag.
1370. Ha az elsG cs6 x 6ra alatt tolti meg a medencét, akkor a masodik ¢s6 x + 3

. . ot r 10 10 5,75
Ora alatt. A ¢ Ora alatt megtoltott rész —+——, innen — + =

+ =1.
x x+3 x x+3 x+3

IV
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x*—=2275x —30=0, x = 24. Egymagaban az elsd cs6 24 6ra, a masodik 27 6ra
alatt tolti meg a medencét.
1371. Ha az elsS cs6 x Ora alatt tolti meg a medencét, akkor a masodik 2x, a

25 2’5+ 25 =1, 2*-25x—-375=0
x  x+5 XTI =

X
x =5. Az egyes csoveken 5 h, 10 h, 10 h alatt telik meg a medence.

1372. Ha a csap x perc alatt tolti meg a kadat, a tele kad x — 2 perc alatt tiriil

24 24
ki a lefolyon, s ekkor — —
x  x—2
a csap 8 perc alatt tolti meg a kadat.
1373. Ha 6nalldan az els6 aratdgép x, a masik y nap alatt gy(ijtené be a ter-

harmadik x + 5 6ra alatt. Inne

= —1. Innen x> — 2x — 48 = 0, x = 8. Vagyis

t t
mést, akkor a ¢ nap alatt begytijtott terméshanyad — + —, — +—=1. Az els6
X X
' 15 Jg}
3 2

=—.1
3 nnen

2* =51y +270=0, y, =18, y,=17,5; x, =9, x, = 30. Két megoldést kaptunk,
ha a fél napot elfogadjuk megoldasként.

1374. Jeloljik x, y, z-vel azt az id6t (napokban), ami alatt az egyes gépek
kiilon-kiilon elvégeznék a munkat.

2, ) 9.9_, X 2 o1
() T+ ’()y , 1 az

X X
aratogép 3 napig dolgozott, a masik 15 — 3 napig, ezért

egyenletrendszer megoldasa (6raban) (x; y; z) = (12; 18; 36).
3 t t

b) Ha t napig tartott a befejez6 munka, akkor ﬁ+1 8+% ﬁ 6 =1,

innen ¢ = 4,5 (nap).
1375. Jeloljik k-val az eredetileg naponta megtett kilométerek szamat, n-nel
a napok szamat! Ekkor (1) nk = 80; (2) (n + 1)(k — 4) = 80. Innen n* + n — 20
=0, n=4, k=20. Ut-id6 grafikon:

1375. 4bra.

Adt () 137,6., Jeloljik a repﬁlégép sajét‘ se-
bességét v-vel, az eredeti menetidGt
A I I R R ! “/‘;’, (6raban mérve) t-vel! Ekkor
751 1
601 //): | 500 =vt = (v — 50) t+§ . Innen
27 |
401 Ced L 32+1—10=0;¢=1 6ra 40 perc,
A7t 1 v =300 (km/h).
T 747 ! ! 1377. Jeloljik az eredeti sebességet
i | ! v-vel és a menetid6t r-vel! Ekkor
t } } » t
0 1 2 3 4 5 = .
7 g7 Mo 5 350;
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A it (keh) At (km)
> ¥ 0 R 0 I N IO A O [ : 7 V0 I O 0 O I 2
6001 gy d Wi
b0 Lz ! 400+ W/
400+ . i b
3001 5 300+ @
200 E an
100+ ; 200+ L
0 Y A 6§ 10 12> | i
dbam| [P 1K
0[] 12345678

idé (6t2)

@) (v+12)

t
57 1] =350. Innen 3¢* — 6¢ — 350 = 0; t = 11,85 (h),

v =159,08 (km/h). Ut-id§ grafikon: 1377. 4bra.
1378. Jeloljik az eredeti sebességet v-vel, az ut hosszat s-sel! Ekkor az erede-

s
tileg tervezett menetid6 (6rdban szdmolva) —, az j menetid6t két részletben
v

1 20 s-20

s
L S ‘ 2 — — .
irhatjuk fel S0 o7 1 + Innen v* + 100 — 2000 = 0, v = 40 (km/h)

1379. Jeloljiik a gépkocsik sebességét v, illetve v,-vel! Ekkor (1) v, = v, + 10;

500 500 )
(2) — +1="—Innenv} + 10v, — 5000 = 0; v, = 65,9 km/h, v, = 75,9 km/h.
v, v

2

Ut-id§ grafikon: 1379. abra.

1380. q) Jeloljik v, illetve w-vel a két vonat atlagsebességét, t-vel a talalkoza-
sukig eltelt id6t! Ekkor a vonatok

talalkozasig megtett ttja vt, illetve wt,

vt
s a hdatralévs tavolsagot — =32, A5 (km)
w

wt

illetve — = 1,25 6ra alatt teszik meg 260 {8
v

t 1,25 . 200+

a vonatok. Innen

3,2 P
t =2 (h). Akét vonat ttja 3 6ra 15 per-
cig, illetve 5 dra 12 percig tartott. 196
b _ 20 =80 (km/h —260—50
Jv=7355 =80 ki), w=57= 4

(km/h). A talalkozdsig megtett utak 0/ 123456
160 km, illetve 100 km (4bra). t (6ra)

IV
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A s (km) ¥ “.
840 Ko A \
S, \ \
~N 1 77,44
N L \
N v -
N \ \
T ~ \‘ \\
FONE S SSEE S < \
i ~ h
I ~N \‘
; S ;
T : s \
100+ | T~
> 10
B| 1 5,6 t (6ra) | [ b | | >
0] 1 t

1381. Jeloljik v + 10-zel, illetve v-vel a két vonat atlagsebességét, t-vel a
taldlkozasukig eltelt id6t, s-sel az AB tavolsagot! Ekkor (v + 10)t = vt + 56,
innen ¢ = 5,6 (h), s = 5,6(2v + 10). Jeldljiikk 7-vel azt a talalkozasi id6t, amelyet
akkor kapnank, ha az 4-bdl indul6 vonat 45 perccel késébb indulna; ekkor
(v +10)(T - 0,75) =vT, innen 107 0,750 —7,5=0. Végil a két vonat
egylittesen most is s-nyi utat tett meg, tehat s =207 + 107 — 0,750 — 7,5. A
harom egyenletbsl 3v* — 194p — 1120 = 0, innen a pozitiv gydk v = 70 (km/h).
Az AB tavolsag s = 840 km (ébra).

1382. Ha az egyik hajo sebessége (km/h-ban mérve) v, a masiké v + 6, akkor
v, illetve 2v + 12 a megtett tt. Pitagorasz tételébdl (2v)* + (2v + 12)* = 607,
innen v* + 6v — 432 = 0. v = 18 (km/h), ekkor a mésik haj6 sebessége 24 km/h.
(A v, = —24 gyok ugyanezt a megoldast adja, az ellenkezd iranyban.)

1383. Tegyiik fel, hogy ¢ id6 miilva taldljak el a gépet! Ekkor (ut)* + H* =
H

u
(vt)?, innen t = ————. Bz alatt az id6 alatt a repiil6gép ————— utat tesz
Joi—u? vi—u?
meg, tehat ennyivel kell a gép elé célozni.
1384. Ha az eltelt id6 ¢ masodperc, akkor a két pont éltal megtett ut 4,4z,
illetve 3,6(¢ — 2), ha ¢ = 2. Tavolsdguk Pitagorasz tételébdl
d= /4,42t2+ 3,6%(t — 2)* = 20,4; innen 32,32¢* — 51,84t — 364,32 =0,
t =425 (s). (At=—2,65 hamis gyok.)
At >2id6ben d* = 32,32¢* — 51,84t + 51,84 =~ 32,32(t — 0,80)* + 31,05.
Ha 0 <t < 2, akkor d* = (4,4t)* = 19,36¢* (4bra).

1385. Legyen v a g6zhajo sebessége; ekkor folyon lefelé v + 4, folyon felfelé

80 80 13 |
+ = —, innen 13v* — 480y — 208 = 0,
+4 ov—-4 3

v — 4 a sebessége.
v =374 km/h.
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1386. Els6 megoldds:

Jeloljiik v-vel a motorcsdnak sebességét! (A folyo sebessége megegyezik a tutaj

is 9 o 159
ot 4 p—g d RIS '

Ezek egyenl6ségébsl v? = 16v, v = 16 (km/h).
Masodik megoldds:
15

sebességével.) A motorcsénak menetideje

v
2 ideig tavolodtak egymastol a jarmivek, ekkor tavolsaguk 1 Ezutan

v
150 9
o ideig kozelednek egymashoz v relativ sebességgel, innen 34 o4
1387. Ha az egyik korcsolyazé sebessége v, akkor a masiké v + 50 m/min;

500 500
mnen = v+ 50

a két korcsolyazo atlagsebessége 12 km/h, illetve 15 km/h.

1388. Jeloljiik a menetoszlop sebességét v-vel, a futar sebességét x-szel!

. 50 50 120
Ekkor a futar relativ sebessége x — v, illetve x + v, tehat + = .
xX—v x+v v

Innen 6x* — 5xv — 6v* = 0, x = 1,50. A futar dtja 1,5 120 = 180 (m).

1389. Jeloljik az eredeti autdk szamat d-vel, a teherbirdsukat T-vel! Ekkor

(1) dT = 150; (2) (d + 20)(T — 2) = 150. Innen (d; T) = (30; 5).

1390. Ha az utasok tervezett 1étszama n, akkor az egy fére jutd tervezett kolt-
48 000

+0,5. Av* + 500 — 50 000 = 0 egyenletbsl v = 200 m/min;

Ft volt. A csatlakozd utassal

ség

n
48 000 48000
- 200 = — .Innenn®+n—-240=0, n=15.

n

-re moédosul a koltség, igy
n+1

240 240
1391. Jeloljiik k-val a kocsi els6 kerekének kertiletét! Ekkor % T rrl-

20, innen k = 3 (m); a héts6 kerék keriilete 4 m.
1392. Azs=v,t— % t* egyenletbdl 572 — 25t + 20 = 0, innen ¢, = 2 (s), £, = 4 (8).

(Mindkét megoldas jo: a 4. masodpercben mar lefelé esik a labda.)
1393. Ha a két ellendllas értéke x és

1 3 [1394.]

1
y akkor () x4y =272 S+ =06 1 Ahim)

Innenx” — 27x + 180 = 0, akét ellenal- 54 |
las értéke 12, illetve 15 Ohm.
1394. A test pillanatnyi fiiggSleges 20+
irdnyd sebessége v = v, — gt =20 — 10t.

Az emelkedési id6t a v =0 Osszefiig- 10+
D,
gésbdl kapjuk: £, = — =2 (s). A pil- |
g 5 0 1 [ 21314135
gr 4,45 ¢ (sec)

lanatnyi magassag a h = vyt — BN

IV
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=20t — 5¢* képletbdl szdmithatd; a maximalis magassag &, =20 (m). A héz-
tets szintjét a 4. masodpercben éri el a test, innentdl szamitva a foldet érés ideje
a 10 = 20t + 5¢* egyenletbdl ¢ =~ 0,45 (s).

A teljes repiilési id0 4,45 s; ezalatt vizszintes irdnyban 15 - 4,45 = 66,75 métert
repiil a kavics (&bra).

2m
1395. Ha a szakadék mélysége m, akkor ¢, = [—— ideig esik a k&, s ezt a
)

2m m
tavolsagot a hang ¢, = mc id§ alatt teszi meg. [—— + — = 10, innen az elfo-
c

gadhat6 gyok m = 391,5 m.

Vegyes feladatok

1396. o) Mindkét oldalt az (1 —x)(5 + x) kozos nevezGvel megszorozva, ren-

dezés utan a 2¢* + 4x = 0 egyenletet kapjuk; innen x; =0, x, = —2.

b)Els6 megoldds: Egy szorzat értéke akkor lehet 0, ha valamelyik
tényezoje 0.

6
Hal+-———-=0, akkorx, = -2, x,=3; ha1- =
xi—x—12 x—=3
akkor x; = 4. Az utébbi két érték hamis (errdl visszahelyettesitéssel

0,

meggy6zddhetiink), igy a megoldas x, = —2.
Masodik megoldds: Koz0s nevez6re hozds utdn szorzattd
alakithatunk:

xP—x—6 |(x—4 _@=3)(x+2) x—4
xX=x—-12 [x—3]_(x—4)(x+3)'x—3

¢) Mindkét oldalt az (x* — 9)(x + 38) kozds nevezbvel megszorozva,
rendezés utan az x* — 6x + 8 = 0 egyenletet kapjuk; innen x, =2,
x,=4.

d) Mindkét oldalt a 2x(2 —x) kozds nevezdvel megszorozva, rendezés
utdn az x* — 6x + 8 = 0 egyenletet kapjuk; innen x, =2, x, =4. Az
eredeti egyenletet csak x, elégiti ki.

1397. a) x # 3,y # 0. (1)-b6ly = —2x + 7, ezt (2)-be helyettesitve x* — 4x + 3 =
= (0 adédik. Innenx = 1 (x = 3 hamis gyok), s ekkor y = 5.

b) Elsé megoldds: Az egyenleteket dsszeadva (x +y)* = 441, x +y =21
vagy x +y = —21. Innen kifejezve pl. y-t €s visszahelyettesitve vala-
melyik eredeti egyenletbe (x;y) = (10; 11), illetve (x;y) = (—10; —11)
adodik.

Masodik megoldds: (1) x(x +y) =210, (2) y(x +y) =231 alakban
irhat6. (1)-et elosztva (2)-vel (ez megtehetd, hiszen nem nulla az

=0, innen x = —2.
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x 10
osztd) — = TR innen kifejezhetjiik pl. y-t s a megoldast az el6z6hoz
y

hasonléan fejezhetjiik be.
c) A két egyenletet dsszeadva (x +y)*+x+y—20=0, innen x +y =

=—Svagyx+y=4.
Az els6 esetben (1)-bsl xy = 12. Ekkor az x* + 5x + 12 = 0 egyen-
letet kapjuk, de ennek nincs megoldasa.
A miasodik esetben (1)-bSlxy = 3. Ekkor x* — 4x + 3 =0, innen (x;y) =
= (3; 1) vagy (x; y) = (1; 3).

1398. Jeloljik a sokszog oldalainak szamat n-nel, ekkor az atlok szama

nn—3) n(n—3)
— A bels6 szogek osszege (n —2)-180°. Az ———— =n+2(n —2)

egyenletbdl n, = 1 vagy n, = 8; csak az utébbinak van értelme.

1399. Nincs. A négyzetszamok lehetnek 16, 25, 36, 49, 64, 81; ezek egyike sem
felel meg.

1400.a=b , innen 10(a — b*) = ab. A bal oldal oszthat6 10-zel, igy

b+a
10

a jobb oldal is, tehata = 5 vagy b =5 (@ = b = 0 semmitmondo eset).

Ha a =5, akkor b = 2; ha b = 5, akkor nincs megoldas.

1401. Ha a keresett szam alakja abc (a=1,2,3,...,9;b,¢=0,1,2,...,9),
akkor a felirhat6 egyenlet 10a + b = bc. Szorzatta alakitas utan b(c — 1) = 10a,
sinnen vagy b =5, vagyc —1=>5.

Ha b =5, akkor ¢ — 1 = 24, innen (a; c) = (1; 3), (2; 5), (3; 7), (4; 9) lehetséges.
Ha c —1=35, akkor ¢ = 6, s ekkor b = 2a. Innen (a; b) = (1; 2), (2; 4), (3; 6),
(4; 8).

1402. Jeloljik ab-vel a keresett életkort (a, b szamjegyek, a # 0)! Ekkor
(10a + b)ab = 111c, ahol ¢ pozitiv egész szdm. Mivel 111 oszthat6 a 37 prim-
szdmmal, ab 37 tobbszorose. A 74 nem felel meg, igy az illets életkora 37 év.
1403. Ha a szamrendszer alapja x, akkor 2x*+2x +2 =62, innen x =35
megfeleld.

1404. Ha a szamrendszer alapja n, akkor a feltételek szerint 2n° + 3n* + n =
=n(2n*+3n+ 1) =n(2n + 1)(n + 1) oszthat6 6-tal. Ez minden egész szamra
teljesiil, tehat a megolddsn € N, n = 4.

1405. Ha a szdmrendszer alapja n, akkor 4n® + 3n* + 2n + 1 = 7369, vagyis
n(4n* + 3n + 2) = 7368. 7368 = 2°-3-307, 10 <n < 20, innen n = 12.

P P P
|1 == |=x[1+ .
! 100][1 200] x[l 300]

) 100
L 3 =100p =0, p=—-=3333(%). (p=0

1406. Legyen az eredeti ar x; ekkor x

p P _p
200 20000 300
értelmetlen.g
1407. At —x + 1 =2tx — 1 egyenletbdl tx* — (1 + 2)x + 2 =0.

Ha ¢t = 0, akkor x = 2, tehat egy ko6zos pont van.

Ha t#0, akkor az egyenlet diszkrimindnsa (1+2f)>—8t=4>—4t+1=
= (2t — 1)%. Egy kozos pont van, ha t = 0,5; mas ¢ értékekre a diszkriminans po-
zitiv, tehat két kdzos pont van.

Innen

IV
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1408. Oszthatdsagi ellentmondasokat kerestink.

a) Az egyenlet bal oldalan paratlan szam all (akér paros x, akar parat-
lan), mig a jobb oldalon paros.

b) A bal oldal paros, a jobb oldal paratlan.

c) 3-mal osztva x* maradéka 0 vagy 1 lehet. Az x* — 17 = 3y atalakitas
utan lathato, hogy a bal oldal nem oszthat6 3-mal.

d) 3x* = 4y* + 13 atalakitds utan a jobb oldal 3-mal osztva 1 vagy 2 ma-
radékot ad.

e) 4-gyel osztva x* maradéka 0 vagy 1 lehet. Az x* +y* =4z + 3 4ta-
lakitas utan lathato, hogy a jobb oldal 4-gyel osztva 3 maradékot ad,
de a bal oldalon ez nem lehetséges.

f) Abal oldal nem adhat 4-gyel osztva 3 maradékot.

g) A bal oldal nem adhat 4-gyel osztva 3 maradékot.

h) x* — 11 = 4x — 8y 4talakitas utdn a jobb oldal oszthat6 4-gyel, a bal
oldal nem.

i) A bal oldalon paros szam all, igy x paros; de ekkor a bal oldal 4-gyel
oszthatd, a jobb oldal nem.

j) 8-cal osztva x> maradéka 0, 1 vagy 4 lehet. A jobb oldalon 1998 ma-
radéka 6, ez nem lehetséges.

k) A bal oldal nem adhat 8-cal osztva 3 maradékot.

[) A bal oldal nem adhat 8-cal osztva 3 maradékot.

m) x* + 1 nem oszthat6 11-gyel.

1409. a) Elsé megoldds: Csoportositassal szorzatta alakitunk. 2a + ab + 3b =
=a(2+b)+3(2+b)—06, innen (a +3)(b+2)=35. (A szorzattd
alakitast elvégezhetjiik ugy is, hogy elore kijeldljik az (a +u) és
(b +v) tényezbket, s egyiitthatokat egyeztetiink.) Két egész szdm
szorzata csak akkor lehet 35, ha mindkét tényezd 35 osztdja. A
lehetséges eseteket az alabbi tablazatban soroltuk fel (0sszesen 8
megoldas van):

a+3 35 7 5 1 | =35 =7 =5 | -1
b+2 1 5 7 35 | —1 -5 =7 | =35
a 32 4 2 -2 -38 | —-10 | -8 | —4

b -1 3 5 33 | -3 =7 -9 | =37

Masodik megoldds: Kifejezziik pl. a-t. a(2+b) =29 —3b, innen
welb % —2 _29-3b  -32+b)+35 34 35 b
(mive V4= T 2+b B 2+b°

35 osztdja, a befejezés az el6z6 megoldashoz hasonldan végezhetd el.
b) (2a + 1)(b —2) =14, a (2a + 1) tényez6 csak paratlan lehet. Négy
megoldés van:

2a+1 1 7 -1 =7
b-2 14 2 —14 -2
a 0 3 -1 —4
b 16 4 —12 0
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) (4b+3)a+1)=1.

4b+3 1 -1
a+1 1 -1
b -05 | -1
a 0 -2

Egy megoldas van: (a; b) = (=2; —1).
d) (4b + 3)(a + 1) = 0, innen (a; b) = (~1; 0). \Y]
1410. a) Els6 megoldds: Szorzatta alakitunk, a két tényezSt (a +xb + y)(a + 2)
alakban keressiik. Az egyiitthatokat egyeztetve xab = ab, innen x = 1
(a,b#0);xzb=—2b,innenz = —2;a(z +y) = —a,innenz +y = —1,
y=1. Az eredeti egyenlet (a +b + 1)(a — 2) = 14 alakra hozhato,
innen mindkét tényez6 14 osztdja. A megoldasok:

a+b+1 1 2 7 14 | -1 -2 | =7 | —14
a—2 14 7 2 1 | -14| -7 -2 | —1
a 16 9 4 3 | -12| -5 0 1
b -16 | -8 2 10 10 2 | =8 | —16
Madsodik megoldds: Kifejezziik b-t. b(a — 2) = 16 — a* + a, innen
—a*+a+16 (@—2)(—a—-1)+14 14
= = =—a-1+ ,
a—2 a—2 a—2

s igy a — 2 osztdja 14-nek.
b) Az egyenlet (2a — 1)(a + b — 2) = 10 alakra hozhat6. Mivel 2a — 1
paratlan, a kovetkez6 esetek lehetségesek:

2a—1 1 5 -1 -5
a+b-2| 10 2 -10 -2
a 1 3 0 -2
b 11 1 -8 2

1411. Haakétszamx ésy (x,y € Z), akkorx +y =xy. Innen (x — 1)(y — 1) =1,
a keresett szamok (x; y) = (2; 2) vagy (x; y) = (0; 0).

1412. Ha a keresett szam kétjegyfi, alakja ab, akkorab + 13 =10a + b (a = 1,2,
3,...,9b=0,1,2,...,9). Innen (a — 1)(10 —b) =3, ab =49 vagy ab = 27.
Ha a keresett szdm harom- vagy tobbjegy(, akkor nincs megoldas. Ha ugyanis
a szam n-jegy(i (n > 3), alakja ab...c, akkor 10"~ '-a < ab.c =a-b-...-c + 13 <
<9 lg+13. 10" "a <9 '-a + 13 pedig nem teljesiilhet, ha n > 3.
1413. 10a +b + 10b +a +ab =113, innen (a+ 11)(b+ 11)=234. 234 =
=2-3%-13, s mivel mindkét tényezd legaldbb 12, a 13- 18 felbontas lehetséges
csak. Két megfelels szam van: (a; b) = (2; 7) vagy (7; 2).
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1414. Azx, =3 helyettesités utan 3° + 3* — 14-3 + m =0, innen m = 6. Azx — 3
gyoktényezdt kiemelve x° + x> — 14x + 6 = (x — 3)(x* + 4x — 2) = 0. A masodik

tényez6 zérushelyeix, = =2 + /6 , illetve x; = —2 — /6 .
1415. Elvégezve a miiveleteket x*(b + ¢) — x(ab + bc + ac — b) + abc — ¢ = 0.
Minden x-re csak akkor teljesiilhet az egyenlGség, ha

Db+c=0;

(2)ab +bc +ac—b=0;

(3) abc —c =0.

(1)-b8l ¢ = —b, ezt (2)-be és (3)-ba helyettesitve
(2)b*+b=0;

(3")ab*>— b =0.

Ha b =0, akkor ¢ = 0, a tetszbleges; hab = —1, akkorc=1,a = —1.
Az ig; kapott két polinom, illetve gyoktényezSs alakjaik: x* — ax* = x*(x — a),
Fr+xi—x—1=@x+1)y>*x-1).
1416. Eisé megoldds: Az egyenletet az a valtozéban masodfokinak tekintve
a*—a(b+c)+b*+c*—bc=0. A diszkriminéns (b + c)* — 4(b* + ¢* —bc) =
= —3(b —c)% s ez csak akkor nemnegativ, ha b = c. Hasonléan kapjuk, hogy
a =b, igy a = b = ¢ valéban teljesiil.
Mdsodik megoldds: Négyzetdsszegekké alakitunk. 2a* + 2b* + 2¢* — 2ab — 2bc —
—2ac =0, innen (a —b)*+ (b —c)*+ (c —a)*=0, s ez csak a =b = esetén
teljesiil.
1417. ) [17 —x|=9 +x—6/x.
Hax < 17, akkor a megoldandé egyenlet 17 —x=9 +x— 6 ‘/; Az
egyenlet 1/; -ben masodfoku, a gyokok: /; ., = —1 (ez hamis),

illetve 4; innen x, = 16. 169

Hax > 17, akkorx —17=9+x — 6,/x ; innen x2=T.

1
b) 2x*—8& +7 # 0, innen x nem lehet 2+ — (= 2,71), illetve

J2
oL (= 1,29).

3

1
Azy =x* — 4x + 3 helyettesitést alkalmazva az egyenlet y + il 1
Y

1
alakra hozhatd, melynek megolddsay, =0, y, = 5 Visszahelyette-

sités utén az els6 esetben x> — 4x + 3 =0, ahonnan x, = 1, x,=3.

1
A masodik esetben x> —4x +3 = > ahonnan x; = 3,22, x,=0,78.

¢) Els6é megoldds: A ,frontalis” megoldas elég sok szdmolast igényel.
Az egyenletet a 49 - 50(x — 50)(x — 49) kozos nevezdvel megszoroz-
va 99’ —14702¢ +48519% =0. Innen x,=0, a 99%*— 14702 +
4901

+ 485199 = 0 egyenlet két gyoke pedig x, =99, x; = 99
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Masodik megoldds: Kevesebb szamolassal ériink célhoz, ha mindkét

oldalhoz tagonként egyet-egyet hozzaadunk. Ekkor x;(_)l + : 4_91 =
x—1 x+1 1
= =50 T x—qgimmen et D5t 49—x]=
:(x—l){ 1 _i (x+1)(99—x):(x—1)(99—x)
x—=50 49 50(49 —x) 49 (x — 50)

x =99 gyok; ezutan a 49(x — 50)(x + 1) = 50(49 — x)(x — 1) masod-
fokua egyenlet gyokeit kell meghataroznunk.
Harmadik megoldds: A két oldalt kiilon hozzuk kozds nevezore:
49 (x —49) +50(x—50)  49(x—49)+ 50(x—50)
5049 T (x—49)(x - 50)

megegyeznek, ezért vagy a szamlalok értéke nulla, vagy ha ez nem
teljestil, akkor a nevezdk egyenldk.

d) Szorzatta alakitjuk a két masodfoku kifejezést, majd a kapott ténye-
z6ket szimmetrikusan csoportositjuk.
Az x* —4x +3 =0 egyenletbsl x, =1 és x,=3, fjgy x’ —dx+3 =
= (x — 1)(x — 3). Hasonl6an x* + 6x + 8 = (x + 2)(x + 4).
Az (x —3)(x — 1)(x + 2)(x + 4) = —24 egyenletbdl az els6 ¢és negyedik
tényezS szorzata x* +x — 12, a masodik és harmadik tényezdé x* +

+x—2; az a =x*+x — 2 helyettesitéssel a(a — 10) = —24. Ennek

~1+/33
2 2

. A szamlalok

két gyoke a, =4, a,=6; innen x, =2, x,= -3, x;=

XE=

e)x=0. t= 12/; helyettesitéssel (¢>0) az egyenlet 1°—2t'+1 =
=£(£ — 2t + 1) = 0 alakra hozhat6. A mésodik tényez6nek gyoke
t =1, igy szorzatté alakitas utan £(t — 1)(£ + ¢t — 1) = 0 ad6dik.

-1+/5  -1-/5

r, =
2 4 2

_—1+ﬁ12
|2 |

1418. a) NevezGben nem allhat nulla, négyzetgyok alatt nem lehet negativ
szam; az egyenlet értelmezési tartomanyax < — 5 vagy 19 <x.

x—19
Az egyenlet (x — 19)(x +5) —30(x +5) T3 175 =0 alakra
VX

hozhaté. [(x+ 5)* = |x + 5|, igy az (x + 5) tényezGt csak elSjelétsl
fiiggGen vihetjiik be a négyzetgyok ala.

Agyokok:t, =0, t,=1, t;= (ez hamis),

sinnenx, =0, x, =1, x;

IV
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Els6 eset: hax +5 > 0, vagyis x > — 5. Ekkor /(x+5)> =x+5,a

kapott egyenlet (x —19)(x +5)—30 /(x+5)(x—19) —175=0.
(Az alaphalmaz lesziikiilt az x = 19 intervallumra.)

Az egyenlet az y = /(x+ 5)(x — 19) helyettesitéssel az y* — 30y —
— 175 = 0 egyenletre vezethet$ vissza. Ennek két gyoke y, = —5 és
y,=35. Az els6 gyok hamis, a masodikat visszahelyettesitve

@+ 5)(x — 19) = 35. Négyzetre emelés és rendezés utén az x* —

— 14x — 1320 = 0 egyenletet kapjuk, melynek gyokeix, =44 ésx, =
= —30. Az x = 19 lesziikités miatt csak x, = 44 a valodi gyok, mely-
6l visszahelyettesitéssel meggy6zddhetiink.

Masodik eset: hax + 5 < 0, vagyisx < — 5. Ekkor /[(x+5)* = —(x +5),
az egyenlet (x —19)(x +5) +30 /(x + 5)(x— 19) — 175 =0 alakra

hozhat6. (Az értelmezési tartomany x < —5.)

Az y= /(x+5)(x—19) helyettesitéssel az y*—30y —175=0

masodfoku egyenletet kapjuk, ennek gyokeiy, =5 ésy,=—-35 A

masodik gyok hamis, az els6t visszahelyettesitve /(x+5)(x—19) =5.
Rendezés utdn x* — 14x — 120 = 0, a gyokok x; = 20 ésx, = —6. Az
x < =5 lesziikités miatt x, = —6 a valddi gyok.

Osszefoglalva: az egyenlet megoldashalmaza {44; —6}.

Megjegyzés:

A megoldas folyaman minden 1épésben rogzitettiikk az alaphalmaz
véltozasat, végig ekvivalens atalakitasokat végeztiink. Technikailag
egyszeriibb, ha nem t6rédiink az ekvivalencidval, s a kapott gyoko-
ket visszahelyettesitéssel utdlag ellendrizziik. (Ha azonban pl. az
eredeti feladatot egyenlet helyett egyenlGtlenség alakjaban tlizziik
ki, akkor az eredmény intervallum lesz; végtelen sok szdmot pedig
nem lehet visszahelyettesitéssel ellendrizni.)

b) Emeljiikk kobre mindkét oldalt! Az (a + b)* =a’® + b* + 3ab(a + b)

azonossag alkalmazasavalx +9 —x + 33/x(9— x)(%/; +3/9— x) =27,
vagyis 3/ x(9 — x) (’1/; +3/9—x ) = 6. Tegylik fel, hogy az egyenlet-

nek van megoldasa; ekkor a kiinduldsi egyenletet felhaszndlva a
masodik tényezd 3, igy 3/x(9 —x) =2, x(9—x) =8, x, =1, x, =8.

Ellenérzés: 3/1 +3/9 -1 =3, 3‘/§+3,/9 — 8 =3. Mindkét gyok

megfeleld.
Megjegyzés:
A megoldas folyaman felhasznaltuk a kiindulasi egyenletet. Ez nem
ekvivalens atalakitas, ezért kotelezd az ellendrzés. (Valdjaban azt
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mutattuk meg, hogy ha létezik megoldas, akkor az csak x;, = 1 vagy
x, =8 lehet; hogy ezek ténylegesen gyokok, visszahelyettesitéssel
igazolhatjuk.)

1419. a) Az el6z6 megoldashoz hasonldan jarunk el.
Mindkét oldalt kdbre emelve

x+2—-x+33/x2-x) <%+3,/2—x ) =—1,innen 3/x(2—x) =1,
x2-x)=1,x=1.

Ha tehat van megoldas, az csak x = 1 lehet. De a visszahelyettesités
alapjan ez hamis gyok, igy az egyenletnek nincs megoldasa.

b)x+2F=<1+m>2, hasonléan x —2,/x—1 =(1— x—1>2,
ezért az egyenlet /<1+1/x—1>2 +‘/<1—1/x—1>2 =2 —)” alak-

ba irhat6. Az egyenlet alaphalmaza x = 1.
A /a* = |a| azonossag alkalmazasaval ‘1+1/x—1| + ‘1—‘/x—1‘ =

=2 —y” Mivel 1 + ,/x— 1 mindig pozitiv, csak a masodik abszoltt-
értékes tag elgjelét kell megvizsgdlnunk.

Hal-,/x—1 =0, vagyis 2 = x, akkor ‘1—1/)(—1 ‘= 1-/x-1,az

egyenlet 1 + /x—1 + 1 — /x—1 =2 —y*alakd. Ekkor végtelen sok
megoldast kaptunk; az alaphalmazt figyelembe vévey =0, 1 <x < 2.

Hal- /x—1 <0,Vagyi82<x,akk0r‘1— [x—1 ’: [x—1 -1,
azegyenletl-l—1/)c—1+‘/x—1—1=2—y2alak1'1.A2‘/x—1=2—y2

egyenlet bal oldala nagyobb, mint 2 (x > 2), a jobb oldala legfeljebb
2; az egyenletnek nincs megoldasa.

Az 6sszes megoldads: 1 <x <2, y=0.

Megjegyzés:

Ha kozvetlenil nem sikeriil x + 2,/x — 1 teljes négyzetté alakitasa,

alkalmazhatjuk a b= ,/x— 1 helyettesitést. Ekkor x +2,/x—1 =
=b*+ 1 + 2b, ami mér nevezetes azonossig.

1420. q) x +y —z> 0. Kiiszoboljiik ki a négyzetgyokos tagot:a = /x+y—z
helyettesitéssel a*=x+y—z, innen z=x+y—a’, s az eredeti
3
egyenlet x* +y* + i +y — a* + a alakra hozhato.
2
J’_

2
1

Négyzetosszegekké alakitis utan Sy

1

73

1 1 113]

1
innen (x; y; a) = [2; > 2] , vagyis (x; y; z) = [2; >



262 Masodfoku egyenletek, egyenletrendszerek...

b) Az egyenlet bal oldalat négyzetosszegekké alakithatjuk: x* — 4xz +
FAZ2+ 22—z + Ay Y =+ 1= (- 2P+ -+ (- 1)’ =
=0. Innen (x;y;z) = (4; 1; 2).

1421. Els6 megoldds: Az f: x — x* — 4, x>0 és

g:x— Jx+4, x =—4 figgvények egymas in-

verzei. Abrazoljuk az f:x — x> —4, x € R ésyg

fiiggvényeket! Az f ésg fliggvények gorbéi tiikros

helyzetiiek az y=x egyenesre, ezért az x*—

— 4 =x, vagyis x* —x — 4 = 0 egyenlet pozitiv gyo-

ke az eredeti egyenletnek is megoldasa.

x*—4=/x+4 négyzetre emelése és rendezés
utan x* — 8% —x + 12 =0, s a bal oldalbél kiemel-
ve azx* —x — 4 tényez6t, az egyenlet

(¢ —x — 4)(x* + x — 3) = 0 alakra hozhaté. A négy

1417 Ci- /i3

gyok koziil a feltételeknek x, = — és x,= > felel meg.

Masodik megoldds: Az eredeti egyenlet helyett az

(Dy=x—4,

2y=/x+4

egyenletrendszert oldjuk meg. (1)-bsl kivonva (2) négyzetét x* —y* = —(x —y),

(x=y)x+y+1)=0. Innen y=x vagy y=—x—1, ezt (1)-be helyettesitve

megkapjuk az elsé megoldas masodfoku egyenleteit.

1422. a) Els6 megoldds: A megoldoképletet alkalmazva

—5m+ /25m* + 24m*
4

m
két megoldas van; egy megoldas van, ha 5 = —3m, vagyis ham = 0.

m p
X12= , Innen x; = R x, = —3m. Altaldban

(Ekkor x = 0 kétszeres gyok.)

Masodik megoldds: Ha m = 0, akkor x = 0.
2

+5

X
Ham # 0, akkor az egyenletet m*-tel osztva 2 [
m

X
]—3=0
m
dodik. 1 U fkkor a2 Y _ 13 (ekk
adodik. Innen - = |ekkorx=—-| vagy - = (ekkor

x=-=3m).

Harmadik megoldds: Szorzatta alakitunk csog)ortositéssal.

0= 2¢* + 5mx — 3m? = 2 + 6mx — mx — 3m* = 2(x + 3m) — m(x +
+3m) = (2x —m)(x + 3m), s ebbdl 2x —m = 0 vagy x + 3m = 0 ko-
vetkezik.

x
b)m,=2x, m,= 3 Altalaban két megoldas van; egy megoldas van,

ha x = 0. (Ekkor m = 0 kétszeres gyok.)
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1423. Ha az f(x)=60 — ¢ +px + 12=0 egyenlet egyik gyoke 2, akkor az

f(2) =0 egyenletb6l 6-2° —7-2*+ 2p + 12 =0, innen p = —16.

Mivel x =2 gyok, az f(x) polinombdl kiemelheté az (x —2) gyoktényezs:

o — 7t — 1l + 12 = (x — 2)(* + 5 — 6). A 6’ +5x—6=0 egyenletbdl
3

2

3 %2 5

1424. q) Atalakitasok utan (a + 1)x* — x(6 + 8a) + 8 + 15a = 0.
Ha a = —1, akkor az egyenlet els6fokt, melynek x = 3,5 a gyoke.
Ha a # —1, akkor az egyenlet diszkrimininsa
D=(6+8a)’—4(a+1)(8+15a) =4a*+4a + 32 =
= (2a + 1)* + 31 > 0, tehat az egyenletnek az a paraméter tetszle-
ges értékére van két (kiilonbozd) gyoke.

b) Ha p = 3, az egyenlet els6foku, egyetlen gyoke van: x = 1,2. Hap # 3,

X =

97
akkor a diszkriminans 25—24(p —3) =97 — 24p.Hap < 7 (ésp #3),

97
akkor két megoldas van; ha p = o Y (kétszeres) gyok; ha
97 . i
> — .
p > -, nincs megoldas

c) Az egyenlet 3x* — 2(a + b + ¢)x + ab + bc + ac = 0 alakra hozhato.
Ennek az egyenletnek x = a nem lehet gyoke, hiszen a
3a’> — 2(a + b + c)a + ab + bc + ac = 0 egyenletbdl 4talakitdsok utan
(a —c)(a —b) =0 adddik, s ez ellentmondés (a, b, ¢ killonbozdk).
Hasonl6képpen nem lehet gyok x = b vagy x = ¢ sem.
Az egyenlet diszkriminansa D = 4(a + b + ¢)* — 12(ab + bc + ac) =

2 2 2
=2 ((a —b) +(b—c) +(c—a) ) > 0, tehat mindig van két kiilon-

b6z6 gyok.

1425. a) Vizsgalhatjuk a diszkriminans el6jelét, vagy az egyenlet bal oldalat
négyzetosszegekké alakithatjuk. Ez utobbi alapjan az (ax + b)* + x* +
+c* =0 egyenletnek csak a b =c =0 (a tetsz6leges) esetben van
megoldéasa (ekkor x = 0), a paraméterek mas értékére nincs meg-
oldas.

b) Nincs valos %yék.

c) (ax —b)* +x* =1, innenx = —1, 0, 1 lehetséges.
Ha x = —1, akkor a = —b (a, b tetszbleges); ha x = 1, akkor a =b
(a, b tetszOleges), ha x = 0, akkor a tetszSleges, b = +1. Tehat egy
megoldés van a kovetkez8 esetekben: (a; b) = (¢; — 1), (¢; 1), (t; 1),
(t; —1), ahol t € Z tetszbleges.

1426. a) Az (1) x*+2px* + p + 1 =0 egyenlet y =x helyettesitéssel (2) y* +
+2py +p +1=0 alakra hozhatd. A gyokok Iétezésének sziikséges
feltétele, hogy a diszkriminans ne legyen negativ. D = (2p)* —
—d(p+1)=4dp*—4dp—4, igy 4p*—4p—4=>0. A két zérushely

IV
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1+/5
2

1-/5 1+/5
megoldasa (3) p < 2‘/7 vagy 2/7 <p.

1-/5

b= 2

~—0,62 és p,= ~ 1,62, az egyenlGtlenség

A (3) feltétel teljesiilése esetén (2)-nek az y valtozoéra nézve van
gyoke; (1)-nek akkor van gydke (x-ben), hay = 0.

A Viete-formuldkboly, +y, = —2p,y, -y, = p + 1; két pozitiv gyokot
akkor kaphatunk y-ra, ha —=2p > 0ésp +1 > 0, vagyis —1 <p < 0.

5
Ezt a (3) feltétellel egybevetve —1 <p < adodik.

Egy pozitiv és egy negativ gyokot akkor kaphatunk, ha p +1 <0,
vagyis p < —1; ezt (3)-mal egybevetve p < —1.
(Két negativ gyok keletkezik y-ban, ha —2p <0ésp +1 > 0, vagyis

5

=p)
Végiil azt az esetet vizsgaljuk meg, amikor y =0 gyoke (2)-nek.
Ekkor p = —1, az egyenlet y* — 2y = 0 alakii lesz, a mésik gyok y = 2
pozitiv. Mivel y =x% igy minden y > 0 gyokhoz pontosan két

1+
0 <p. (3)-mal egybevetve ekkor

megfelel6 x érték tartozik (x = £+ /; ). Ha (3)-ban egyenl6ség van,
akkor (2) teljes négyzet, a két gyok megegyezik.
Foglaljuk 6ssze az eredményeket egy tablazatban:

p értéke (2) gyokei y-ban | (1) gyokei x’-ben
<_1 egy pozitiv és egy két gyok
p negativ gyok
-1 egy pozitiv és egy | harom gyok (a0
p zérus gyok kétszeres gyok)
két pozitiv gyok négy gyok
egy (kétszeres) két (kétszeres)
pozitiv gyok gyok
nincs gyok nincs gyok
egy (kétszeres) . .
negativ gyok nincs gyok
két negativ gyok nincs gyok




Vegyes feladatok 265

b) Alkalmazzuk az y = x* helyettesitést (y > 0)! Ekkor az (1) x* + 2x* +
+p =0 egyenletbdl a (2) y* + 2y + p = 0 egyenletet kapjuk. (2)-nek
(y-ban) két gyoke van, ha p < 1; egy gyoke, hap =1 (y = —1); s nincs
gyoke, ha p > 1. Mivel y = 0, meg kell vizsgalni a (2)-ben kapott y,,
v, gyokok eldjelét.

A két gyok Osszege —2, tehat az egyik gyok biztosan negativ: y, < 0.
¥, > 0, ha a két gyok szorzata negativ, tehat p < 0. Ekkor (2)-ben egy

pozitiv gyok van, igy (1)-ben két gyokot kapunk: x,= /; ,
=— /3.

Végiil (2)-nek gyoke 0, ha p = 0. Ekkor (1)-ben x =0 az egyetlen
(kétszeres) gyok.

Osszefoglalva:

p értéke (2) gyokei y’-ban (1) gyokei x’-ben
1<p nincs gyok nincs gyok
p=1 egy (kétszeres) negativ gyok nincs gyok

0<p<l két negativ gyok nincs gyok
p=0 0; =2 0
p<0 két kiilonbozs eldjelti gyok két gyok

¢) Azy = x* helyettesitéssely* + (1 + p)y + p = 0, inneny, = 1 ésy, =p.
Lathato, hogy x; = —1 és x, = 1 mindig megoldas.
Ha p < 0, két gyok van;
ha p = 0, harom gyok (koziiliik x = 0 kétszeres gyok);
hap > 0, p # 1, akkor négy gyok van;
ha p = 1, akkor két (kétszeres) gyok van.
1427. a) Els6 megoldds: Az egyenlet x(p + 2 — 2x) = 6 alakra hozhat6, innen
x, osztdja 6-nak. x, ismeretében (p + 2 — 2x,)-bdl szamolhato p, s az
eredeti egyenletbdl x,,.

X, 1 2 3 6 | -1 -2| -3| -6
p+2—2¢| 6 2 1| -6] -3 -2| -1
p 6 6 | 11 | =10 =9 | —10| —15
X, 3 0150 1 105| -3|-15| -1]-05

Két megoldast kaptunk: ha p = 6, akkor a két gyok 1 és 3; ha pedig

p = —10, akkor a két gyok —1 és —3.

Madsodik megoldds: A Victe-formulak alapjan x, -x, =3 ésx, +x, =
+2

= pT Innen (x;; x,) = (1; 3), s ekkor p = 6; vagy

(x;; x,) = (—=1; =3), ekkor pedig p = —10.
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Megjegyzés:
A méasodik megoldasban nem hasznaltuk ki, hogy p egész.
b) A két gyok szorzata 1,5, nincs megoldas.
) (p; x5 %) € {(=3,5; 1; 6), (—2,5; 2; 3), (3,5, —1; —6),
(2,5, -2; -3)}.
d) x(x +p —3) =p, gy x| p. Legyen p = kx (k € Z), ekkor x(x + kx — 3) =
= kx.

Hax = 0, akkor p = 0, s ez megoldas.

k+3 2
Hax # 0, akkor (k+ 1)x=3+k, x= 1 =1+ T 1 (k=-1
nem lehetséges), s innen az alabbi tablazatot kapjuk:
k, -3 -2 0 1
X 0 -1 3 2
p 0 2 0 2

1428. a) Tekintsik y-t paraméternek, ekkor
8—16= /(8 — 16)— 4 (16y>+ 34y — 1798)

= 2 =
=4(y—2)£7/2(19—y).Inneny < 19 (és a feladat értelmében y = 0),
és 19—y =2k* alaka (k € N). A kapott megoldéasok: (x; y) = (8; 11),
(64; 11), (505 1).

b) Els6 megoldds: Az el6z6 megoldashoz hasonldan jarhatunk el. y-t
paraméternek tekintve x,, =2 —y+ /17 — 8y, sinneny € {0, 1, 2}.
Eredmény: (x; y)=(4; 1) vagy (1; 2). (A (=2; 1) és (=1; 2)
értékparok nem felelnek meg.)

Mdsodik megoldds: Az egyenlet (x — 2)* + (y + 2)* + 2xy = 21 alakra
hozhatd, innen xy < 10, s némi prébalkozds utdn megkapjuk a

gyokoket.
9+ /81 —-12(>—3) 9+ /117 — 122

Els6 ldds: = = ,
¢) Els6  megoldas: x,, 5 ;

inneny® <9, y € {0; 1; 2; 3}. Eredmény: (x; y) = (1; 3) vagy (x; y) =
=(2;3).
Masodik megoldds: Az egyenlet 12-vel szorozva 3(2x — 3)* + 4y* =
=39 alakra hozhatd. Innen y oszthat6 3-mal és legfeljebb 3, tehat
y=3,sekkorx =1vagyx=2.
1429. Elsé megoldds: 10a +b — (10b +a) = (a +b)*b6l Y(a —b) = a*+b* + 2ab,
innen a*+a(2b — 9) + b>+ 9b = 0. Az a-ban masodfoki egyenlet megoldésa
9-2b+ /81-72b

2
lehetséges csak.

X1

a,= . A diszkriminans nem lehet negativ, igy b=0vagyb =1
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Ha b =0, akkor a = 9. (Ezt a megoldast csak akkor fogadhatnank el, ha a ba = 09
alakot hasznédlnank, de ez nem lenne szerencsés.)

Ha b =1, akkor a = 2 vagy a = 5.

Két megoldast kaptunk: 21, 51. (A 90 nem felel meg.)

Mdsodik megoldds: 9(a —b) = (a +b)?, igy a —b négyzetszdm, lehetséges
értékei 0, 1, 4, 9. Ezek visszahelyettesitésével az el6z6 megoldasokat kapjuk.
1430. EIs6 megoldds: Az n* +n + 41 = k* egyenletben (k €N feltehetd) k-t
paraméternek tekintve a megoldhatdsag sziikséges feltétele, hogy a diszkrimi-
néans ne legyen negativ. D =1 — 4 (41 — k%) > 0, innen k> > 40,75, | k| > 6,38,

k>17.
-1+ ,/4k*— 163

2

Mivel n,, = egész szam, a diszkrimindnsnak négyzetszdm-

nak kell lennie.
Innen 4k* — 163 = m? (ahol m €N), 4k* — m* =163, (2k + m)(2k —m) = 163.
163 primszam, igy 2k + m = 163, 2k —m = 1. Az egyenletrendszer megoldasa

. -1+m —1£81
k=41, m =81. Visszahelyettesitve n,, = ;=T tehat n =40

vagy n = —41 esetén lesz n> + n + 41 négyzetszam.
Masodik megoldds: Més megoldasi lehetGség a teljes négyzetté alakitas.

163
+ e négyzetszam, akkor négyszerese is az.

Han’4+n+4l=|n+—

2
A (2n + 1)* + 163 = 4k* egyenletbdl 163 = 4k* — (2n + 1)* =
=(2k+2n+1)(2k —2n — 1), s innen az elsé megoldashoz hasonldan foly-
tathatjuk.
1431. a) b*— 16> 0, innen b < — 4 vagy b > 4.

b)b < —4vagyb > 4.

c) a gyokok Osszege —b, szorzata 4, innen b < —4.

d) Nem lehetséges; a gyOkok szorzata pozitiv.

e)1+b+4=0,innen b = -5.

f) Nem lehetséges.

g) Az f(x) =x*+ bx + 4 fiiggvény képe felfelé nyitott parabola, mini-

b

muma azx = — > helyen van. A két gyok —2-nél nagyobb, ha

b
f(=2)>>0és-2< ry (és persze van két (esetleg egyenld) gyok:

b < —4vagy b = 4). Nincs megoldas.

b . 20 . 20
h) f(— 6) >0és—6<—5,vagy1sb<7ésb<12;1nnenb<?.

A diszkriminans nem lehet negativ, igy a megoldas: b < —4 vagy
20
4<b<—.
3
20

i) Elégséges feltétel f(—6) <0, innen b > 3

IV



IV

268 Masodfoku egyenletek, egyenletrendszerek...

J) A feltételek: pozitiv diszkrimindns mellett f(—4) > 0, f(—=1) > 0,

-4 < ) < —1. Az egyenl6tlenségek megoldasa 2 <b <5, innen

4<b<5.

1432. Els¢ megoldds (egyiitthatok és fiiggvényértékek vizsgalata):
a) (2—p)*+4(4p + 8) = 0; innen (p + 6)> > 0, s ez mindig teljesiil.
b)p #—6.
c) a gyokok osszege 2 —p >0, szorzata —4p — 8 >0, innen p < —2
(p # —6).
d) —4p —8 <0, innenp > —2.
e) —1+p—-2+4p+8=0,innenp = —1.
) Az f(x) = —x* + (2 — p)x + 4p + 8 fiiggvény képe lefelé nyitott para-

bola, maximuma azx = helyen van. A két gyok 1-nél nagyobb,

ha f(1) <0 és 1<~ Tnnen—1+2—p+4p+8<0és p <0,

vagyis p < —3.
g) Elégséges feltétel f(1) > 0, innen p > —3.
h) A feltételek: pozitiv diszkriminans mellett f(1) <0, f(5) <0,1 <
2-p

< < 5. Az egyenlGtlenségek megoldasa p < -3, p > —7,

—8<p<0.Innen-7<p < -3, p # —6.

Masodik megoldds: Mivel a diszkriminans teljes négyzet, érdemes a két gyokot
p—2+(@+6)
-2

ismerete lényegesen megkonnyiti a feltételek felirasat.

¢) x, > 0 mindig teljesiil, igy elégséges feltétel —p —2 > 0, innenp < -2
(p #—06).

d) —p —2 <0, innen p > —2.

e) —p—2=—1,innen p = —1.

f) —p—2>1,innen p < -3.

g) —p — 2 < 1,innen p > —3.

h)1<-p-2<S5,innen—-7<p <=3 (p # —6).

1433. a) Ha p = -2, akkor az egyenlet els6fokd, melynek gyoke x = —2.
Egyéb p értékekre a diszkriminans (2p + 3)* + 8(p + 2) = 4p* + 20p +
+25=(2p +5)*= 0, tehat minden p értékre van gyoke az egyenlet-
nek.

b) Két kiilonboz6 gyok van, ha p # —2,5. (Es persze p # —2.) A két
1

meghataroznunk. x,,= , innen x,=-p—2, x,=4. Az x,

gy('jkxl = ﬁ ésx2 =-2.
¢)x;>0,ha p>-2. d)p=-3. e)Nem lehetséges, x, < —1.
1 3p+7

7
1) > —3,ha m >0; ez pedigp < — 3 vagyp > —2 esetben

pt+2
teljesiil.
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1 7
g)x, = P < -3, ha -3 <p <-2. (p=-25 esetén kétszeres
gyok van.)
h) =3 ! 1,ha -3 ’
-3< < - 3<p<——.
) p+2 o P 3

1434. A valés gyokok létezése miatt a masodfoku kifejezés diszkrimindnsa
nemnegativ. D = (1,2p)* — 4(p* — 3p) = —2,56p* + 12p, igy — 2,56p* + 12p >0,
p(12 —2,56p) = 0. Az egyenl6tlenség megoldasa: 0 < p < 4,6875.

A gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggések alapjan

X, +x,=—-12p, x,-x,=p* = 3p.

Innen x> +x,2 = (x, +x,)* — 2x,x, = (— 1,2p)* — 2(p*> — 3p) = —0,56p* + 6p,
vagyis a 0 < p < 4,6875 feltétel mellett az f(p) = —0,56p* + 6p kifejezés maxi-
mumat keressiik.

A p—f(p) figgvény két zérushelye p, =0 és p,~ 10,71, széls6értékhelye

2-(=0,56)
abszolut maximumhelyet, ezért f(p) akkor maximalis, ha p = 4,6875. A valos
gyokok négyzetdsszegének maximuma f(4,6875) = —0,56-4,6875 + 6 - 4,6875 ~
~15,82.
1435. (2)-b6l (p*> — 4)x =y(p* — 1). (1)-et beszorozva (p — 1) # 0-val 2(p + 2)(p —
—Dx—p(p — 1) =y(@*— 1) adédik, innen (p* — 4 =2(p + 2)(p — 1)x —p(p —
—1). Az egyenlet rendezésével kapjuk, hogy
(3)p(p +2)x =p(p — 1).
Ha p =1, akkor (2)-b&l x = 0, (1)-b6ly = —0,5.
Ha p # 1, akkor (3) vizsgéalatat harom esetre bontjuk.
1. Ha p =0, akkor (3)-at minden x kielégiti, (2)-b6l y = 4x. A megoldasok
(x; ¥) = (t; 4¢) alakuak, ahol 7 € R tetszGleges.
2. Ha p = -2, akkor (3) ellentmondd, nincs megoldas.

P ~5,36. A 0 < p < 4,6875 intervallum nem tartalmazza az

3. Hap #0¢ésp # — 2 (és persze p # 1), akkor x = p+2
p

, ezt (1)-be visszahe-

lyettesitve (p + 1)y =p —2. Innen p = —1 ecllentmondasra vezet, egyébként
p—2

y=—>7 (Ez a megoldas tartalmazza a p = 1 esetben kapott gyokpart is.)
. P
Osszefoglalva:
P X Y
0 t € R tetszOleges 4t
-2 nincs megoldas nincs megoldas
-1 nincs megoldas nincs megoldas
s p—1 p—2
egyébként p+2 b1

IV
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1436. X —y’=(x —y)(? +xy +y?), igy (1) x> +xy + y* =p alakra hozhato.
(2)-b6lx =p +y, ezt (1)-be helyettesitve 3y* + 3py + p* — p = 0. Egyetlen meg-
oldast kapunk, ha az egyenlet diszkriminansa zérus: 9p* — 12(p* — p) = 0, innen
p =4 (p =0 nem felel meg), s ekkor (x;y) = (2; — 2).

1437. Legyen x +y =xy =g, s ekkor a gyokok és egyiitthatok kozotti dssze-
fliggések miatt a 22 — gz + ¢ = 0 egyenlet két gydke x ésy. Az egyenlet diszkri-
mindnsa nem lehet negativ: D =¢q° —4g = 0, ha g < 0 vagy 4 < q. (Ehhez az
eredményhez ugy is eljuthatunk, ha az x +y=g¢, xy =q egyenletrendszer
megoldhatdsagat vizsgaljuk meg.)

(D)-bslx* +y* = (x +y)* = 3y(x +y) =¢° — 3¢* + 3¢ =p, innen (¢ — 1)’ =p — 1.
A g-ra kapott feltételbe visszahelyettesitve (g — 1)° < —1 vagy 3° < (¢ — 1)’,
innenp —1<—1vagy27<p—1, p<0vagy 28 <p.

A 1épések megfordithatdk, tehat a p < 0 vagy 28 < p értékekre van megoldasa
az eredeti egyenletrendszernek.

1438. Els6 megoldds: (2) miatt p € N. (1)-bdl és (2)-bdl

2 2
2 2
[x—;7 + y—g + z—g] =x2+y2+22—?p(x+y+z)+%=
p° P _p .
= p—T+?=?(3 —p). Ez utébbi szorzat nem lehet negativ, igy

p €1{0; 1; 2; 3}. Ezekre a p értékekre az egyenletrendszernek van megoldasa,
pl. azx, y, z ismeretlenek kozill p szamut 1-nek vélasztunk, a tobbit 0-nak.
Masodik megoldds: Alkalmazhatjuk a szamtani és négyzetes kozép kozotti

x+y+z ? x2+yr+ 22 Pt p
egyenlGtlenséget: < 3 , ahonnan o < 3 plp—3)=<0,
p e{0;1;2; 3}.
1439.4a) Az egyenlet (x—1)°+(y—1)>=—1 alakra hozhats. Nincs

megoldas.

b) Szorozzuk 4-gyel mindkét oldalt! Ekkor (2x + 1)* + (2y + 1)* = 394.
Mivel 394-nek egyetlen négyzetosszeg-felbontédsa van
(394 = 137 + 15%), igy (x;y) lehetséges értékei: (£6; £7) és (£7; £6).
(Osszesen 8 megoldas van.)

c) Az egyenlet (x* —y)? + 2y* + 2 = 0 alakra hozhat6. Nincs megoldas.

x’+5
d) x paratlan, legyen x = 2k + 1 alaka (k € Z). Ekkor y = 5=
x*+1 k+1)*+1
=x*+2+ =Qk+1)y +2+——F—— =4k +4k+3+

+ 2k + 2k + 1 = 6k* + 6k + 4. Megoldas: (x;y) =
= (2k + 1; 6k* + 6k + 4), ahol k tetsz&leges egész szam.

1440. a) Az egyenlet 7(x + 1)(x — 1) — 4y* = 14 alakra hozhat6.x + 1 ésx — 1
csak paros szdmok lehetnek, de ekkor a bal oldal oszthat6 4-gyel,
mig a jobb oldal nem. Nincs megoldas.
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2
X

b) Szorzatti alakithatunk: 2x* + Sxy — 12y* = y*|2 ’ +5

X
~|-12]=
y

= (2x = 3y)(x + 4y). (Ugyanezt megkaphat-

X
~ 44
y

o2 x 3
juk alkalmas csoportositassal is: 2¢* + Sxy — 12y* = 2¢* — 3xy + &y —
—12y% =x(2x — 3y) + 4y(2x — 3y) = (2x — 3y)(x + 4y).)
A (2x = 3y)(x + 4y) = 21 egyenletbdl a két tényezd 21 tarsosztdja
lehet csak. A 8 esetet végignézve két megoldast kapunk: (x; y) =
= (3; 1) vagy (x;y) = (=3; —1).

¢) Elsé megoldds: Az egyenlet (x — 2y)> + y* = 4 alakra hozhat6. Innen
y =0 vagy * 2 lehet, a megoldasokat az alabbi tdbldzatban soroltuk

fel.
y 0 0 2 -2
x—2y 2 -2 0 0
X 2 -2 4 —4

Mdsodik megoldds: Az x* — 4xy + 5y* — 4 =0 egyenletben y-t paramé-

ternek tekintjik. Ekkor a diszkrimindns

16y* — 4(5* —4) = —4y* + 16 > 0, innen | y| < 2.

d) Az 1416. feladat alapjan minden x =y = z egész szamharmas megoldas.
e) (x—y) + (y —2)* + (x —z)* = 8, amibdl kovetkezik, hogy két tag 4, az

egyik tag pedig zérus. Ha pl.x =y, akkor |x —z| =2, ahonnanx =z + 2

vagy x =z — 2. Hasonl6t allithatunk, ha valamelyik masik két valtozo

egyenld, igy a megoldasok: (x;y; z) = (t £2;¢ + 25 ¢), (t; t £ 2; ¢ £ 2) vagy

(t £ 2;t; t + 2) alaktiak, ahol t € Z tetsz6leges. (Egy-egy megoldashoz a

képletekben azonos elGjelek tartoznak, dsszesen 6 alapmegoldas van.)
1441. Ha a keresett kétjegyli szam alakja ab (a =1,2,3,...,9;6=0,1,2, ...,
9), akkor 10a + b = a* — b* vagy 10a + b = b* — a*. Az els6 esetben a(a — 10) =
=b(b + 1) nem lehetséges (a bal oldalon negativ szam all), a masodik esetben
b(b — 1) =a(a + 10). Ekkor a bal oldalon két szomszédos egé€sz szam szorzata,
tehdt pédros szdm 4ll; emiatt a jobb oldalon a is paros; de ekkor a jobb oldal
(s igy a bal oldal is) oszthat6 4-gyel. A b =4, 5, 8, 9 lehet6ségek koziil b =8,
a =4 ad megoldast.
1442. Jeloljilk ab-vel a keresett szdmot (a, b szamjegyek, a # 0), ekkor
(10a + b)(a + b) = a’ + b*. Mivel a® +b* = (a + b)(@* —ab +b*) ésa +b # 0,
innen 10a + b =a”*—ab +b>. Az egyenletet 2-vel megszorozva négyzetek
Osszegét llithatjuk els: a*—2ab +b*+a*—20a +b*—2b =0, (a—b)*+
+(10 — a)* + (b — 1)* = 101. Némi prébalgatés utdn a talalt felbontdsok: 10* +
+ 174 0°=101, 9*+4*°+2°=101, & +6°+1°=101, 7>+ 6*+4*=101;
melyekbdl ab = 37 vagy ab = 48 adddik.
1443. Ha a kapott szdim abc5 alaki (a, b, ¢ < t szimjegyek, a # 0), akkor ar® +
+bt* + ct + 5 =74, s innen t(ar* + bt + ¢) = 69. t < 10, igy t = 3 lehetséges csak,
s ekkor (a; b; ¢) = (2; 1; 2).

IV



IV

272 Masodfoku egyenletek, egyenletrendszerek...

1 1
1% 10— b —a 2707
101ab oszthatd 10-zel, tehat a = 5 (és b paros) vagy b = 5 (és a paros).
Haa =5, b-re nem kapunk egész megoldast; ha b =5, a = 4 megfeleld.
Masik elinduldsi lehet6ség: 101ab + 10(a® + b*) = 10(a + b)* + 81ab; 10(a + b)*
oszthat6 81-gyel,a + b =9.
1445, A két egyenlet 6sszeadasabol a* + b + ¢* — 2a — 16b — 16¢ + 128 =0,
innen (a — 1)* + (b — 8)* + (c — 8)* = 1. Valamelyik tag értéke 1, a masik ketts 0.
A masodik egyenlet miatt ¢ paros, igy ¢ = 8.
Ha (a — 1)> =1, akkor a =2, b = ¢ = 8. Visszahelyettesitéssel ellenSrizhetjiik,
hogy ez nem megoldas, tehita = 1.
Ha (b — 8)* =1, akkor b = 9 vagy b = 8. Az a® + b* = 82 egyenletbsl h =9, s az
(a; b; ¢) = (1; 9; 8) esetben ¢* = 2a + 16b — 82 teljesiil.
A keresett szdm 1983.
1446.5,=1=1% §,=25=5% §,=121 = 11%, S, =361 =197 sth. A sejtés:

2

S,=nn+Dn+2)n+3)+1=((n+1)(n+2)-1).
Bizonyithatunk teljes indukcidval vagy pl. a kovetkezo atalakitassal:
nn+3)n+1)n+2)+1=w*+3n)n*+3n+2)+1=
=m*+3n)+2(n* +3n)+1=n*+3n+ 1)~

z
1447.a,b,c,x,y,z # 0. Alkalmazzuk pl. az u=—, v = 5 w = — helyet-

c

1

1 1
tesitést; ekkor a két egyenlet — + —+— =04é&su +v +w =1 alakba irhatd, s
u voow

innen 2709 (b — a) = 101ab + 10(a* + b*).

y

Q| =

e o 1 1 1 wtowtuw .
u-+v-+w" értéke a kérdés. —+—+—=————=0 miatt
u vow uow

w +vw +uw =0; az (u +v+w)* =u’+ 0> +w?+ 2(uv +vw + uw) atalakitas-

bél kapjuk, hogy u? + v* + w? = 1.

1448. (2)-b6l 1=(a+b+c)*=a*+b*+c*+2ab + bc +ac) =1+ 2(ab + bc + ac),
bx cx

innen ab +bc+ac=0. (1)-b6l y=—, z=—, igy (3)-bdl xy +xz+yz=
a a

bx*  cox*  bex? x?

=—+—+ = —(ab + ac + bc) = 0, s ezt kellett bizonyitanunk.
a a a’ a2
a+b a .
1449. Els6 megoldds: Az (1) p; + P b egyenletet b hatvanyai

szerint rendezve (1 —a)b*+a(2 —a)b + 2a* = 0. a = 1 esetén az egyenlet b-re
nézve els6fokd, megolddsa raciondlis szam, tehét van racionalis megoldasa az
eredeti (1) egyenletnek. (A kapott megoldas (a; b) = (1; —2).)

Mdsodik megoldds: Ha (1)-et a hatvanyai szerint rendezziik, akkor (2 — b)a* +
+ b(2 — b)a + b* = 0. Az egyenlet diszkrimindnsa d = b*(2 — b)* — 4(2 — b)b* =
=b*(b* — 4); ez pl. akkor lehet egy egész szam négyzete, ha b=+2. A b =2
vélasztas ellentmondasra vezet, b = —2 esetén a = 1-et kapjuk.
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a
Harmadik megoldds: Ha (1)-nek a, b megoldasa, akkor 57 raciondlis szam.
br+b br

+

Ekk —br helyettesitéssel  (1)-bl -
or a r elyettesitéssel  (1)-bo br br+b

r+1 r
J’_
r r+1

b, ahonnan

=b. Tehat har # 0 ésr # — 1, akkor b racionalis, és a = br is az.

-b+./b*—4c
2
hetnek racionalisak, ha /b*— 4c racionalis; egy n természetes szdm négyzet-
gyoke pedig csak akkor lehet racionalis, ha n négyzetszdm. Ha n = k* (k € N),

1450. Az egyenlet két gyoke x, , = . A gyokok csak akkor le-

+k
akkor x, , = — Mivel b, b*—4c, k* és k paritasa megegyezik, —b + k

paros, x, ésx, tehat egész szdmok.

1451. Tegyiik fel indirekt médon, hogy az egyenletnek van raciondlis gyoke.

Az egyenlet diszkrimindnsa d = b* — 4c. Egy természetes szam négyzetgyoke

vagy egész, vagy irracionalis, igy b* — 4c = k* (k € N, k pératlan). Az egyenlet
-b+k -b—k

két gyoke ekkor és > egyarant egész szam; de két egész szdm

Osszege (—b) és szorzata (c) nem lehet egyszerre paratlan. Ellentmondést kap-

tunk, az egyenletnek nincs racionélis gydke.

Megjegyzés:

Az el6z0 feladat eredményét felhasznalva a feladat allitdsa rogton adédik. Ha

az x* + bx + ¢ = 0 egyenletnek lenne racionalis gyoke, akkor azok egészek is;

viszont ezek létezésének ellentmondanak a Victe-formuldk.

1452. Jeloljiik n = ab-vel a keresett szdmot (a, b szamjegyek, a # 0), ekkor

n—s=10a +b — (a*+b*) =a(10 —a) — b(b — 1).

A Kkiilonbség maximalis, ha a(10 — @) maximalis és b(b — 1) minimalis. Ekkor

(a; b) = (5; 1) vagy (5; 0), (n—s)=25.

A kiilonbség minimaélis, ha a(10 — a) minimalis és b(b — 1) maximalis. Ekkor

(a; b) = (1;9) vagy (9; 9), (n—s)=—63.

o 2%+ 6x+6 X2 +2x+1
1453. Els6 megoldds: A kifejezést atalakithatjuk: =1+ =

, x> +4x+5 - x2+4x+5_
(x+1) ) e
=1+ — A masodik tag nem negativ, tehat akkor minimalis, ha
(x+2) +1

x =—1. A minimum értéke 1.

2%+ 6+ 6 X2+ G+ 9 (x+3) o
Ugyanakkor —————=3—-— =3- > A masodik

x+4x+5 x+4x+5 (x+2) +1

tag minimalis, ha x = —3; ekkor a kifejezésnek maximuma van, a maximum
értéke 3.

IV
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, 23+ 6e+6
Masodik megoldds: A —————— kifejezés értékkészlete azon p valds szamok
X2+ 4x+5

2%+ 6x+ 6

X+ d+5
s6érték-keresés helyett elég a paraméteres egyenlet megoldhatdsagat vizsgélni.
Rendezés utén x*(2 —p) +x(6 — 4p) + 6 — 5p = 0 egyenletet kapjuk. Ennek
akkor lehet megoldasa, ha diszkrimindnsa nem negativ:
D=(6-4p)*—42-p)(6—5p)=0,innen 1 <p < 3.

Mivel x* egyiitthatéja (2 — p), kiilon meg kell vizsgdlni a 2 — p = 0 esetet; de a
p =2 érték nem befolyasolja a széls6értékeket.

Megjegyzés:

Ha a kifejezés értékkészlete lett volna a kérdés, akkor p = 2 esetén —2x — 4 =0
a kapott egyenlet. Ennek megoldasa x = —2, tehat p = 2 is az értékkészlethez
tartozik.

1454. A K kétvaltozos kifejezés alaphalmaza /x”—1 miatt |x| > 1, vagyis
x=1vagy x< - 1.

halmaza, amelyekre a = p egyenletnek van megoldasa. Ezért sz€l-

2
Az els6 négyzetgyok alatt teljes négyzet all: x>+ 2/x2— 1= (/xz— 1+ 1) ,

igy [x*+ 2/x2—1 =‘/x2—1 +1‘=1/x2—1 + 1. Ez a kifejezés akkor mini-

malis, hax =1 vagyx = —1.

(1 +x — y)? akkor minimalis, ha 1 + x —y = 0, vagyis y = 1 + x. Figyelembe véve
az x-re kapott értékeket, K akkor veszi fel a minimumat, ha (x; y) = (1; 2) vagy
(x;¥) = (= 1; 0), s ezekben az esetekben a minimum értéke 0.

Megjegyzés:

Ha a négyzetgy0okos kifejezésben nem sikeriil felismerni a teljes négyzetet,
érdemes megprébélkozni pl. a /x?— 1 =z helyettesitéssel. Ekkor x> =z* + 1,

tehat x>+ 2. /x*— 1 =z + 1 + 2z, s innen a racionlis teljes négyzet mar kony-
nyebben felismerhetd.

1455. A bal oldalon all6 kifejezést négyzetosszeggé alakithatjuk: x*y* +x* —
—10xy —8& + 16 = (xy — 5)* + (x — 4)*>=25. Innen (xy — 5)* <25, |xy — 5| <5,
=5<xy—-5=<5, 0=<xy<10. A[0; 10] intervallum minden z értékét felveheti
xy, hiszen az (x — 4)* =25 — (z — 5)* egyenletnek mindig van (z=0 és z =10

z
esetén egy, egyébként kettd) megoldasa x-re, s innen y = —. (Az x =0 eset
X

1
akkor éllna el6, ha z =2 vagy z = §; de ekkor x = 8 is megoldas, s igy y = —

4
vagy y = 1.)
a’+ 2ab + b>+ 2bc + ¢*+ 2ac
1456. Koz6s nevez8re hozas utan K= =

abc
: (@a+b+c) ~ 90000

abc abc

. A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenség
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miatt 3/abc < —3 =100, innen abc < 1000000. abc maximalis, ha

a = b = ¢ = 100; ekkor K minimalis, a felvett minimum K =

90000 9
1000000 100"

1457. A hagyomanyos algebrai eljarasndl lényegesen gyorsabban célhoz
ériink, ha az egyenlet két oldalan all6 kifejezéseket mint fiiggvényeket abra-

zoljuk; ekkor a gorbék kdzos pontjai szamanak meghatarozésa a feladat.
a) A jobb oldal képe 1-meredekségii Iv

parhuzamos egyenesekbdl allo egyenes- 1457/a

sereg. Az abrardl leolvashatjuk, hogy a

p >3 esetben van olyan (hatdr)helyzet,
amikor a két gorbének hirom kozos
pontja lesz; ehhez az sziikséges, hogy az
x+p=—x"—4x—3 egyenletnek egyet-
len megoldéasa legyen. Ennek feltétele,
hogy az x* + 5x + 3 + p = 0 egyenlet disz-

krimindnsa zérus legyen:

D =25-4(3+p)=0,innen p = 3,25.

Tehat az abra alapjan:

pértéke | DOKOK
p<l1 0
p=1 1
1<p<3 2
p=3 3
3<p <325 4
p =325 3
325<p 2

b) |x*—6|x| + 5| =p atalakités
utan 4brazolhatjuk a két fiigg-
vényt. (A jobb oldal képe az x
tengellyel parhuzamos egye-
nessereg; a bal oldalt pedig
elég az x > 0 tartomanyban
abrazolni, mert képe tiikkros
azy tengelyre.)
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Az 4bra alapjan:

Masodfoku egyenletek, egyenletrendszerek...

p értéke

gyokok szama

p <0

0

p=0

0<p<4

p=4

4<p<5

p=5

5<p

N W[ |0| &~

¢) A /2x+ 4 = —x + p atalakitas utan a két fiiggvény képe:

Az abra alapjan:
p értéke gyokok szama
p<-2 0
—-2<p 1

d) /2x+p+ 1 =x+ 1 atalakitas utan a két

p+1
fiiggvény képe (a bal oldal képe — 5
-vel eltolt négyzetgyokfiiggvény):

Az egyenes akkor érinti a gyokfiiggvényt, ha

az egyenlet négyzetre emelésével kapott

2c+p+1=(x+1)* egyenletben a diszkri-

minans nulla. Innen x> — p = 0, vagyis p = 0.
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Ez alapjan:

p értéke gyOkok szama
p<0 0
p=0 1

O<p=1 2
1<p 1

e) |+ 4x+3]| =px.

A jobb oldalon all6 fiiggvény képe origén atmens egyenes (az y tengely kivéte-
1ével az Gsszes egyenes).

Az x* + 4x + 3 = px egyenletbdl (dbra)

x*+ (4 —p)x + 3 =0, ennek diszkriminansa ¥
d=(@4-p)-12=0, ha p=4+2/3

(ap=4-2 1/5 érték hamis). Hasonl6an

a —x* — 4x — 3 = px egyenletbdl

x*+ (4 + p)x + 3 =0, ennek diszkriminénsa
d=@+p)P—12=0, ha p=-4+2/3

(ap=—-4-2,/3 érték hamis).

p értéke gy0kok szama
p<—4+2/3 2

p=—4+2/3
-4+2,/3<p<0
p=0
0<p<4+2/3

p=4+2/3

4+2/3 <p

1458. Ha
(1) P(x) = 2¢* + 2mx + m* — 10
felirhat6 (ax + b)* — (cx + d)? alakban (ahol a, b, ¢, d egészek), akkor (ax + b)* —
—(ex +d)*=(ax + b + cx + d)(ax + b — cx — d) miatt
(2) P(x) = (Ax + B)(Cx + D)
alakban is felirhatd, aholA =a +c¢, B=b+d, C=a—c, D=b—d. (Itt sem
A, sem C nem lehet zérus, mert akkor (2)-ben P(x) els6foku lenne.) Mivel 4, B,
C, D egészek, a (2) el6allitasbol kovetkezik, hogy:
(3) P(x)-nek (1)-ben két gyoke van (ui. 1étezik a (2) gyoktényezSs alak), és

D

N | =[O~ W

(4) P(x) két gyoke raciondlis [x,=——, x,=

A C

IV
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Tovabb vizsgilva a (2) alakot, P(x) = A-C x>+ (AD + BC)x +B-D, s ez az
azonossag csak ugy teljesiilhet minden valds x—re, ha

(5)A-C=2, AD + BC =2m, B-D =m*—10.

A tovabbiakban a (3), (4), (5) feltételeket vizsgaljuk meg.

Az (5) egyenletrendszer els6 egyenlete alapjan feltehetjiik, hogy A =2, C = 1.
(A és C szimmetrikus szerepi; ha pedig A = —2, C = —1 lenne, akkor a (2)
gyoktényez6s alakban mindkét tényez6bdl kiemelhetiink (—1)-et.) Az (5)
egyenletrendszer médsodik egyenlete alapjan m egész szam vagy egy egész szam
fele lehet. Végiil az egyenletrendszer harmadik egyenletébsl m?* — 10 is egész
szam, tehat m* is az, vagyis az egyenletrendszer masodik egyenletét is figye-
lembe véve m egész szam.

(3) miatt (1) diszkrimindnsa nemnegativ: 4m* — 4 -2 (m* — 10) = —4m* + 80> 0,
m><20, —/20 <m < /20.

Innen a feladat prébalgatédssal is befejezhets: az m =0, +1, £2, +3, +4
értékeket rendre visszairhatjuk (1)-be, és megnézhetjiik, hogy sikeriil-e a (2)
szorzattd alakitds.

Egy mdsik lehetbség a (4) feltétel felhasznalasa.

Csak akkor kaphatunk racionélis gyokoket, ha ,/—4m?+ 80 racionélis, vagyis
ha —4m?* + 80 egy egész szdm (s6t paros egész szam) négyzete. Innen 4k* +
+4m? =80, k*+m? =20, sezcsak m = +2 és m = +4 értékekre teljestil.

Helyettesitstink vissza:

—2m+8
Ha m = +2, akkor (1) diszkrimindnsa 64, (1) gyokei x;,;, = ———— miatt

—2m+t4

4
miattxs = —1, x, = —3 vagy x, =3, x; = 1. Mind a négy esetben felirhat6 a (2)

gyOktényez0s alak.

x, =1, x,=—-3vagy x; =3, x, = —1; ha pedigm = +4, akkor x5 ;s =

Masodfoku egyenlétlenségek

1459. a) x <5 vagyx>9;
b) z< 0 vagy z = 6;
c)l <x<3.
1460. g)a <-11 —/E vagya >— 11 +/B;
b) Mivel b*—6b +9 = (b — 3)22 0, ezért nincs ilyen valds szam.
c)1<c=<4,
d)yd <1 vagyd>T7.
1461. a)Nincs ilyen valés szam.
b) Nincs ilyen valds szam.

2
c)rS—gvagyrZ4; d)s<—§vagys>2.



